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BA: Beschränkte Aaymntote, s. 3. 1
BK: Beschränkte Krümmung;: K > -
n
r‘
HM: Hyperbolische Kanniefaltigkeit, s. 5.1
HT: Hyperbolischer Typ, s. 5.3
ID: Infinitesimale Divergenz, s. 2 . 2
KN: Konstant n e e n t i v e  Krümmung: K = -k2
NP: Nichtpositive Krümmung: K <6 0
OF: Ohne Fokalpunkte, 8. 4.2
OK: Ohne konjugierte Punkte, 8. 2 . 2
SN: Strikt nepptive Kriinanunp: k? > K > -r
TU: Topolopie im Unendlichen, s. 3.2
ÖD: Uniforme Divergenz, s. 2.2
UK: Unendliche Konvergenz, s. 3. 2
Stabilität und Instabilität des Geodätischen Flusses wurden 
auf 2-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeiten strikt nega­
tiver KrUnmung schon im 19. Jahrhundert von LOBATSCHEWSKI und 
HADAMARD (£t€>j) untersucht. In neuerer Zelt befaßte sich AHOSOV 
([2]/ mit den ergodischen Eigenschaften vop Flüssen dieses Typs, 
und EBERLEIH ([5], [öj) und KIIKGEHBERG (¿19]) konnten «eigen, 
daß die bekannten Eigenschaften der Mannigfaltigkeiten strikt 
negativer Krümmung säntlich Konsequenzen de« Stabilitätsverhalten 
des geodätischen Flusses sind.
Auch für .umfassendere Klassen von Riemannschen Mannigfaltig­
keiten versuchte man seit langem, das Verhalten der Geodätischen 
im Großen zu bestimmen. Cie schwächste Voraussetzung, die man 
in diesem Zusammenhang gestellt hat, fordert, daß es auf der 
Mannigfaltigkeit keine konjugierten funkte geben soll. Bas r.eicst 
im einfach sueaaeenhängendea Fall, dad je zwei verschiedsae Sunku 
sich durch genau eine Oeodätisshe verzinsen lassen. Jur derartige 
Mannigfaltigkeiten bewies I.3R52S iS5c ( Joj) unter der Zusatz» 
Voraussetzung beschränkte; Krüasung, da3 eis Variationavektor- 
feld einer Schar von Geodätischen, die sich ln einem Punkte alle 
schneiden» genügend weit entfernt von diesem Schnittpunkt Seiiesif 
lang wird. Daraus hoffte er, die uniforme Divergenz der Geodäti­
schen schließen zu können, insbesondere, daß sich zwei von einem 
Punkt ausgehende geodätische Strahlen beliebig weit voneinander 
entfernen. Ser Beweis war jedoch in Dimensionen >2 nicht voll­
ständig, und trotz manchen Anstrengungen in diese Richtung ist 
das Problem für Mannigfaltigkeiten der Dimension n k 3 noch offen 
Diese Fragen werden in Kapitel 2 der vorliegenden Arbeit behandelt
#Br Spezial fälle kann die Frajre }««*<«£ rositiv entschieden
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werden, z.B. für jene Mannigfaltigkeiten, auf denen alle Riemann­
schen Kugeln konvex sind ("Mannigfaltigkeiten ohne Fokalpunkte"). 
Eine allgemeinere Klasse von Mannigfaltigkeiten ohne konjugierte 
Punkte, die sowohl die Mannigfaltigkeiten ohne Pokalpunkte, ins­
besondere die von nichtpositiver Schnittkrümmung, als auch die 
vom ANOSOV-Typ umfaSt und auf der die Vermutung von GREEN richtig 
ist, wird in Kapitel 3 eingeführt: Mannigfaltigkeiten beschränkter 
Asymptote. Sie sind dadurch charakterisiert, daB es wie in dem 
von ANOSOV beschriebenen Pall eine invariante n-Blätterung von 
stabilen Richtungen auf M gibt, aber nicht mehr notwendig eine 
dazu transversale und unter dem Geodätischen Fluß instabile in­
variante Blätterung. Es zeigt sich weiterhin, daß viele Eigen­
schaften der Mannigfaltigkeiten nichtpositiver Krümmung allein 
Konsequenzen dieses Stabilitätsverhaltens der Geodätischen sind, 
so die Existenz von Horosphären und unendlich fernen Punkten. 
Kppitel 4 und 5 bringen dann einige Anwendungen auf die beiden 
wichtigsten Spezialfälle, die ANOSOV-Mannigfaltigkeiten und die 
Mannigfaltigkeiten ohne Pokalpunkte.
In dieser Arbeit wird durchweg die auch von GREEN und EBERLEIN 
([6 i) benutzte Matrizen- oder (basisfrei) Tensordarstellung der 
Jacobilelder verwendet. Dieser Kalkül sowie seine geometrisch­
anschauliche Bedeutung werden in Kapitel 1 entwickelt. Insbeson­
dere soll die Verbindung von Jacobitensorfeldem und Hyperflächen
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gezeigt werden, die später beim Beweis der C -Differenzierbarkeit 
der Horosphären Verwendung findet. Diejenigen neuen oder neu be­
wiesenen Sätze, die als Resultate festgehalten werden sollen, 
sind unter der Bezeichnung "Theorem" durclmummeriert.
Besonderen Dank schulde ich Professor Klingenberg und Professor 
Kareher, die diese Arbeit betreut haben, sowie P.Eberlein und 
J.J.0'Sullivan für hilfreich« Diskussionen und wichtige Hinweise.
1. Benachbarte Geodätische
1.1 Tangentialbündel und Differential des geodätischen Flusses
111. -Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, ni* einer ko­
varianten Ableitung von Vektorfeldern (affiner Zusammenhang) V.
TTM, das Tangentialbündel von TM, zerfällt unter den Zusammenhang 
in natürlicher Weise in einen horizontalen Anteil H  und einen 
vertikalen V . Das vertikale Bündel enthält alle Vektoren tangen­
tial zu den Fasern T H  und läflt sich beschreiben als Kern des 
Differentials Tr i^ TTK— *TM der Projektion des TangentialbUndels. 
ist wcTTM der Tangentialvektor einer Kurve X(u) in TM, so ist
" V  - 3ïïrX(0) »
das Bild ist der Tangentialvektor der Fußpunktkurve.
Bas horizontale Bündel "H enthält alle Vektoren tangential zu 
kovariant konstanten (parallelen) Vektorfeldern auf M längs einer 
Kurve. n  ist der Kern der sog. Zuaananer.hangsabblldung K: TTM—*-TM. 
Ist wéTTM wie oben beschrieben, so ist & definiert durch 
K(w) = K ( ^ X ( 0)):= ^ X ( O )  .
K bildet also die gewöhnliche Ableitung auf die kovariante ab.
Natürlich sind V  und 'H transversal zueinander, den«ein nichtkon­
stantes paralleles Vektorfeld x(t) kann nicht tançential 
zu einer Faser sein . Die Fasern von V  und V  haben beide die 
Dimension von M; für V  ist das nach Definition klar, und für 7-i. 
gilt es, weil wir einen Vektor xéTpM in jede Richtung parallel­
verschieben können. Mit Hilfe des zurückgeholten Tangentialbündels 
r*TM := |(v,w) e TM irTM j rv = Tw^ 
können wir K und r¥ zu Bündelabbildungen über TM erweitern:
K , T„ : TTM — 9- r'TM 




rif <£ K : TTM - "U.®']/ — »/TM ©  
ist ein Isomorphismus von Vektorraumbündeln Über TM. 0
Wir werden in Zukunft TTM mit ir*TM ®  r*TM identifizieren und für 
w c T^TM schreiben: w = (w^.Wy) , wobei w.^  = t .^w , Wy = Kw die 
Komponenten in T ^ M  sind.
112. Eine Kurve c : I — *M , I ein reelles Intervall, heißt 
Geodätische. wenn ihr Tangentialvektorfeld (t) = c ’(t) für 
alle tel kovariant konstant (parallel) ist:
D de r7 i — n
It := V «  -  0
Dlee ist eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
die für vorgegebenen Anfangstangentialvektor veTM eindeutig 
lösbar int. Die zugehörige Lösungskurve heifle cy , die Geodätische 
mit Anfangsvektor c^(O) = v ; sie kann auf ganz R fortgesetzt 
weruen. Auf diese Weise erhalten wir eine reell paramatrisierte 
Sohar von Diffeoaorphismen (Fluß)
<£t = (T^o|(t)) : TM — s»TM , 
genannt der Geodätische Flufl von M. Er erfüllt die Eigenschaften 
eir.es 3praya, d.h.
(i) für alle t* R und alle veTM gilt
§ t ^ t(v) = <£t(v)
(Differentialgleichung 2.Ordnung) und
(ii) für alle s,t«R
4>t(av) = s^at(v)
(Sprayeigenschaft).
Wir wollen nun das Differential de« Geodätischen Flusses
untersuchen. Sei w = w(o) «¿T^N , w(t) := . Ist w nicht
vertikal, so können wir w als Tangentialvektor X(0) eines 
Vektorfeldes X(u) mit X(O) * v längs einer nichtkonstanten 
Fußpunktkurve ttX(u ) auffassen.
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Horizontalkomponente:
Dies ist also das Variationsvektorield der Schar von Geodätischen 
°u(t; := rötX(u; . Derartige Vektorfelder beißen Jacoblfelder. 
und durch zweifache kovariante Differentiation nach t (bezeichnet 
ait ') ergibt eich für sie die Differentialgleichung 
wjt + TiWjj.c')' + RCvjj.c 'Jc 1 = 0 
Dabei soll für Vektorfelder X und Y bezeichnen:
T(X,Y) = Vj/i -  VyX -  [X,y]  den Torsionatensor und
R(X.Y) = - 7 ^  -  v Yj den Kriimmungstensor des Zusammenhanges;
Fassen wir zusammen:
Satz: Sei wt T^TM und w(t) «= . Sei c die Geodätische mit
Anfangbvektor v.
Dann ist Jacobifeld längs c, und w(t) erfüllt dns
folgende System kovarianter Differentialgleichungen:
113» Im folgenden sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit 
der Dimension n+1 . Sei jetzt g = ^  ^ eine Riemannsche .Metrik 
auf H und V der zugehörige Levi-Civita-Zuaammenhang. g induziert 
in natürlicher Weise eine Metrik g auf r'TM ® t*TM und damit auf
und K die Metrik von T ^ M  und stehen senkrecht aufeinander. 
So wird TM zur Riemannschen Mannigfaltigkeit.
weiterhin sei c(t) := cQ(t) = vxp^y 
Vertikalkomponente:
wv(t) = Kw(t) = <?tX(u)ju=0 = cu(t) / u=0
= h  °u(t)  + !u=0
= yj Wjj(t) + T(wH(t),c*(t))
O
TTM die Metrik g := (»> ©  . Dabei erhalten und 1/ via
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Gewöhnlich wollen wir die trivialen Fälle von Jacobifeldern tan­
gential zur Geodätisches ausschließen. Vielen der Torsionsfreiheit 
des Levi-Civlta-Zusaa®e*ihanges wird aus dem Differentialgleichimgs- 
system 112 die Übliche Jacoblgleichung: Ein Vektorfeld J längs einer 
Geodätischen c:I— s>M ist ein Jacobifeld genau dann, wenn 
J" + R(J,c')c' = 0 
erfüllt ist. Für die TangentiaUcomponente gilt nun:
<J,c'>" =<J-,c*> = -<H(J,c')c',c«> = 0 ; 
sie ist also von der Form
<^ J(t) ,c1 (t))> « at + b , a.btR 
J ist somit Summe zweier Jacobifelder:
J = + Jg , 
wobei für alle t e R  gilt:
J^t) = (t),c,(t^c*(t) = (at + b)-o'(t) ,
J2 (t) _L c'(t) .
Die zu gehörigen Tangentialvektoren von TM, w^(t) =» (Jj_(t) ,J^(t)) 
(i»1,2), spannen zwei ^-invariante Unterbündel von TTM auf: 'R. und 
T'TM = ^  V'oit den Fasern
= |(a»,bv)eTvTM Ja.bcßJ ,
H'v  = {(x,0) cTvTM j xlvj ,
V y  “ {(0,*) 6 TyTM { x j . r j  .
Weil die Diffeomorpr,Ismen die Länge der Vektoren erhal*
ten . können wir uns sodem auf Vektoren der Länge 1 beschränken, 
d. h. auf das Sph&renbtindel SM, und <£t als einen Diffeomorphiamus 
von SM auffassen. Weg» der Spray-Eigenschaft (112.il) geht dabei 
keine Information verloren, unter einer "Geodätischen” c:I —* M 
werden wir daher auch imer eine nach der Bogenlänge paraaetxi- 
sierte Geodätische (Jc>/ » 1 ) verstehen. Das Differential des Geo­
dätischen Flusses soll dann insbesondere auf dem 2n-Bündel 
T'SK :» T'TMjs« C TSM untersucht werden.
114. Kit Hilfe der Metrik ist auf TTM in natürlicher Weise 
eine syaroiektische Form v  definiert: Sei a,be TyTM , dann ist
i=»
Satz: u> ist ^-invariant.
Bew.: c j  (a(t) ,b(t) ) 1 = <a^(t) ,bv(t)^ > + <£H(t) ,b^(t£>
- <a^(t) ,bH(t)_> - <ay(t) ,b^(t£>
= '^V^ + 1 )c — <^R(a^,c1 )c'
-  < V bv>](t )
= 0
wegen der KrUmmungaidentitäten. D
Def.: Ein Unterraum oder ein Unterbündel h C  TTM heißt Lagrange- 
Unterrauai oder -biindel, wenn cjjl = 0 ist.
Beispiele von Lagrange-ünterbündeln sind W  und V .  In § 1.4 werden 
wir au weniger trivialen Beispielen kommen.
1.2 Jacobitensoren
121. Es sei Mn+1 wieder eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir 
sahen, daß die gesamte infinitesimale Information Uber den Geodäti­
schen Fluß in den Jacobifeldern steckt, also Vektorfeldern J(t) 
läng* einer Geodätischen c(t) , die der kovarianten Differential­
gleichung
(J) J" + R(J,c')c' = 0
genügen. Wir werden uns für das Wachstum dieser Jacobifelder mit 
fortlaufendem Parameter t interessieren. Dafür werden wir die 
Lösungen von (J) mit Parallelfeldern vergleichen, d.h. mit Feldern 
P(t) längs c, die die kovariante Differentialgleichung 
(P) p' = o
löser.. lieser Vergleich zwischen lineariaiertem Geodätischem Fluß
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und Parallelverschiebung geschieht durch die Jacobitensoren.
Sei dazu eine Geodätische c = cy : R — *K , v e  SpM fest gewählt. 
Wie in 113 diskutiert, betrachten wir nur Vektoren, die auf c senk­
recht stehen, also das Normalenbündel Nc := e j x-i.c'(t),td 
Wollen wir den Anfangsvektor v € SM variabel lassen, so betrachten 
wir statt dessen das normale zurückgeholte Tangentialbündel 
über SM mit den Pasern
-tr^ 'TM := {(v.xji TM |xi-vj = {vj * Nqcv .
Um die Lösungen von (J) und (P) vergleichen zu können, müssen wir 
uns zunächst auf einen n-dimensionalen Unterraum des LBsungsrauM 
von (J) beschränken. Len erhalten wir durch eine injektive Abbil­
dung f : NQc — ► T^SM , nämlich den Raum der Jacobifelder 
Jx ( t ) : =  r*<^vf(x> , x e N 0c
Bef.; Der zu der lnjektiven linearen Abbildung f: Nqc
gehörige Jacobltensor Yj. ist das )-Tensorfeld längs c 
Y^(t) : N^c— *■ N^c , so daS das folgende Diagramm kommutativ 
ist:
T^SM -------- ^ ------- * ^ .ySM
f I  i *
Noc <--- ---- Itc -----*  Ntc
Ist f : — *T'SM ein injektiver BündelHomomorphismus
über SM, so ist Y^ entsprechend faserweise definiert.
Dabei ist P^ : t c (qjH — ^ To(t)M d^e Parallelverschiebung der 
Vektoren längs c. Der Einfachheit halber werden wir diese Abbil­
dung in der Notation unterdrücken und T mit T ,. ver-
cvd; c (X )
möge Pt identifizieren für alle teil , solange keine IrrtUrner 
zu befürchten sind.
Wir können einen Jacobltensor Y = Yf längs c auch so be-
- 8 -
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schreiben: Für jeden Vektor x« "0c ist = Y(t)x das Jacobi-
feld mit den Anfangswerten Jx(0) = T„tx , ¿ ¿ ( 0 )  -  Kfx . Die ico- 
variante Ableitung ist = (Yx) 1 = '¡'x . Fassen wir R( ,c')c' 
noch als (^)-Tenaorfelä längs c auf:
H(*0 = Ry(t) := (x < ~ * a { x , c ' { t ) ) c ' ( t ) } : N^c — , 
so ergibt sich aas Gleichung (J) für J die folgende kovariante 
Tensor-Differentialgleichung für Y:
(1) Y" + R-Y = 0
Gehen wir umgekehrt von einer losur.g von (1) aus, das ist ein 
(])-Tensorfeld Y(t): Ntc-*Ntc , das dar Gleichung (1) genügt und 
einen n-dimenslonalen Raum von Vektorfeldern [Yx j x 6 NQcJ längs
o aufspannt, so kennen wir die zugehörige Einbettung f = fy :
N0c — ^T^SM bestimmen: Für x&NQc ist f(x) das eindeutig 
bestirnte Slement weT^SM , Xttr das gilt:
wH(*) = *(*)» •
Fasses wir zusammen:
Satz: Sei c:I— *M Geodätische mit Anfangsvektor c'(0) = v .
Dana stehen die Lösungen der kovarianten Tensor-Differential­
gleichung (1) in bijektiver Korrespondenz zu den injektiven 
Homomorphismen f : SQc —»T^SM .
Die Lösungen von (1) und die Jacobitensoren längs c sind 
identisch. [ j
122. Wieviele Lösungen von (1) gibt es nun und wie hängen sie 
voneinander ab? Sind A,B zwei Lösungen von (1) und ist A(t) regu­
lär (invertierbar) für alle t 6 I , so gibt es einen Tensor X(t) mit 
B(t) = A(t)X(t) für alle tcl .
Aus Gleichung (1) erhalten wir
A"X + 2 A’X' + AI" + RAX * 0 
“nd daraus, well A Lösung lat,
X" + 2A_1A*X' » 0
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Dae Tensorfeid Z := X 1 erfüllt also die Gleichung 1. Ordnung
(2) Z' + 2 A~-A'• Z = 0
Für n=1 sind die Lösungen dieser Gleichung bekannt:
Z = C A~1A - 1
fiir beliebige reelle Konstante C. Das ist auch noch für beliebiges 
n mit einem konstanten Tensor C richtig, sofern Exponentialfunktion 
und Logarithmus von Tensoren sich wie im 1-dimensionalen Fall ab­
leiten lassen. (Für die Ableitungsregeln von (j )-Iensorfeldern vgl- 
Anhang!) Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn 
<+) A'A = AA' .
Leider gibt es keinen vernünftigen Grund anzunehmen, daß (+) 
erfüllt ist. Falls die Lösung A aber zu einem Lagrange—Unterraum 
Büiä f^CT^SM gehört, können wir die Relation (+) durch eine 
ähnliche ersetzen: In diesen Fall gilt nämlich für alle x,yeS0c : 
<Ax,A'y> - <X'x,A^> = 0
und damit
A ’*A - A*A’ - 0
Pe *^,! Seien Y^ nicht notwendig verschiedene Jacobitensoren längs c, 
1 = 1 , 2  . Der Tensor
W(Y1 tY2) ;= Y ^ Y 2 - Y*Y> 
heißt Wronskltenaor von Y.,, Y„.
Wegen der Invarianz von u  unter dem Geodätischen Fluß (114) 
ist WiY^Y^) kovariant konstant längs c.
Ein Jacobitensor Y heißt Lagrange-Tens or. wenn 
V(Y,Y) » 0 .
Wir setzen also weiterhin voraus, daß A ein Lagrange-Tensor ist. 
Anstelle von (+) haben wir dann
(3; A'*A . A*A' , oder A'A* 1 = (A'A~V ,
und in der Tat erhalten wir unter dieser Voraussetzung ein® Ähn­
liche Ifösung für (2 ):
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Z = C-A-1A'f-1= C{A*A)“1
wie man durch Ableiten sieht:
*■ -2CA-1A ' A " V ~ 1 = -2 A_1A'. Z .
(3)
Kit X' = Z erhalten wir
X(t)  ^cr  / 6(a'a)-1 (u) du + C,
4'fl
für zwei kovariant konstante Tensoren C1 und Cg (vgl. Anhang). 
Dabei kann tQ zweckmäßig gewählt werden, und C1 .Cg werden aus den 
Anfangs- oder Randbedingungen der Lösung B < il bestimmt.
Wir haben also bewiesen:
Satz: Sei c:I—*M eine Geödätieche und A ein auf ganz X regu­
lärer Lagrangetensor längs c. Für jeden Jacobitensor B längs 
c gibt es dann konstante Tensoren C1, Cg und tQ& I so, 
daß sich B darstellen läßt als
123. Di« Regularitätsvoraussetzung in den vorstehenden Satz Ist 
keine starke Einschränkung, wie der folgende Satz zeigt:
Satz: Sei Y ein Lagrange-Tensor längs einer Seodätischen c:I—*M.
Teilmenge von X .
Bew.; Sei f(t) := det Y(t) . Wir nehmen an, daß Y(O) singulär 
iat, also f(0) » 0 . Zu zeigen ist: Sa gibt eine natürliche 




Sana ist Sing Y :» ¿t£l| Y(t) singulärj eine diskrete
f‘k)(0) # 0 und fal (0) = 0 für 0< l i k - 1 . 
Bann ist nämlich f(t) t  0 für 0-= t und Y regulär in 
(0,*). Sei dazu eine Orthonormalbasis von HQc,
and zwar so, daß die ersten k eine Basis von ker Y(0)
bilden. Sei x := x.,A...<\xn , := Yxi für 1 i i * n  .
Dann ist
(det Y)x = .
also
f ^ (O)-x = J}(0)a . . . A j ^ ü l A j ^ l O j A  ...a Jn(0)
(alle übrigen Terme sind 0) und alle niedrigeren Ableitungen 
von £ verschwinden bei 0. Die J£(0) für 1 £ i* k sind 
linear unabhängig, denn anderenfalls gäbe es ein x^ker Y(0). 
x/0 , mit Y '(0)x ■ 0 , also Yx = 0 . Das hieße aber 
fy(x) = 0 , und wäre nicht injektiv im Widerspruch zu
121. Weil weiterhin Y Lagrange-Tensor ist, gilt
o =  =<Jr(o),Jj:o)> . ( l i l t l i -
Auch die Vektoren J i(0) sind also von den JJ(O) linear
J
unabhängig, und ebenso sind die Jj(0) unter sich linear 
unabhängig, sonst läge ja eine Linearkombination der x^ 
in ker Y(0) , welcher doch von den x^ aufgespannt wird.
So 3ind alle Vektoren in dem äußeren Produkt 0)x
voneinander linear unabhängig. f(k;(0) kann somit nicht ver­
schwinden. p
Besonders interessant sind die Singularitäten des Jacobitensore A 
(dieser Buchstabe wird in Zukunft für diesen Tensor reserviert), der 
durch die folgenden Anfangsbedingungen charakterisiert wird:
A(0) « 0 , A'(0) « 1 
Wegen W(A,A) = W(A,A)(0) = 0 ist A Lagrange-Tensor.
Def.i Sei A der durch vorstehende Anfangswerte gekennzeichnete
Jacobitensor längs einer Geodätischen c :R —*M . ist t^O - 
eine Singularität von A, so heißt c(t) ein *u c(0) konju­
gierter Punkt auf c . Die Jacobifelder Ax mit xeker A(t) 
haben Nullstellen bei 0 und t.
1.3 Asymptotische Lösungen
131. Wir interessieren uns nun für Lösungen von 
(1) Y“ + RY =0
längs einer Geodätischen c:R— , die zur Zeit 0 einen gegeben 
Anfangswert haben und weit draußen verschwinden. Diese Randwertauf­
gabe ist lösbar, wenn dazwischen keine konjugierten Punkte liegen, 
d.h. wenn kein nichttriviales Jacobifeld dort mehr als eine Null­
etelle hat. Falls also c|[o,s] ohne konjugierte Punkte ist, sei
Y = Dg die Lösung von (1) mit den Randwerten
Ds(0) - 1 , Ds(s) = 0 (s > 0) .
Da läflt sich nach 122 im Intervall (0,sj durch den Lagrangetensor A 
ausdrücken, wobei C1 und C2 aus den Randwerten zu berechnen sind. 
Die zweite Randbedingung erfüllen wir am einfachsten, indem wir 
tQ * 8 und Cg = 0 wählen. Setzen wir für den Moment
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• Y(t) = A(t)/(A*A)~1 (u)du , ti (0,sj , 
f
so ist ln diesem Intervall Ds(t) = C.,T(t} , und wir berechnen C.,, 
indem wir die Ableitung an der Stelle s ausrechnen. Für den Wronski- 
Tensor gilt:
W(A,DS) - [a-D8 - A"D^](0) - 1 ,
also
1 = [a','Ds - A*D^J (8) = - A**(s)Dg(s) ,
Dg(s) « - A* ~1 (s)
Andererseits
Y'(s) - A(a) A"1(8)A*!*1 (8; = - Dg(s)





r A(t) /u*A)”1(u)du für 0 < t i s
für t = 0
ist die Lösung dieses Randwertproblems. Ebenso können wir D für
s
s < 0 beschreiben.
14
132. Ist cj|_0,o*) ein Strahl, d.h. ohne konjugierte Punkte,
BO können wir s beliebig groß wählen. Gibt es in diesem i'all eine 
Grenzlösung D :> lim D„ ? Nur, wenn wir auch "konjugierte Punkte£-9— O
ln«oH ausschließen, wie sich im folgenden Satz zeigen wird.
Die Grenzlösung D existiert genau dann, wenn die Anfangswerte 
der Da konvergieren. Weil für alle s Dg(0) = 1 gilt, reicht es, 
die Ableitungen (0) abzuschätzen. Weil auch die Dg Lagrange- 
Tensoren sind, ist D^(0) ein symmetrischer Tensor für alle 8 
((3) in 122). Für solche Tensoren haben wir die durch positiv# 
Definitheit definierte Ordnungsrelation (vgl. Anhang).
Satz; Sei € > Q  beliebig und c :£-£,«>)— »-M Geodätische ohne 
konjugierte Punkte. Dann gilt
Di(0) <  D'(0) <  D',(0) für alle r,s mit 0 < r < B  .X o
„ r
denn A A ist überall positiv definit. So folgt der erste
Teil der Behauptung. - i’ür die Geodätische cjfa.bj sei 
nun ij die Indexform, die Hessische der Energiefunktion 
(vgl. [13J  , S. 14 2 ) .  Pür die obere Abschätzung betrachten 
wir das gebrochene Jacobifeld J auf cj[-c,sj mit
Jj [—£>oj := D_f x , Jj [0,sj - Dflx
für ein beliebiges xc NQc . Die Indexform setzt sich 
additiv zusammen:
= i°U,J) + I*CJ,J)
= <D’ (0 )x ,x>  -  <D^(0 )x,x>  .
Die Indexform muß aber positiv definit sein auf Vektor­
feldern, die an den Endpunkten verschwinden, andernfalls 
gäbe es konjugierte Punkte (vgl. [13] , S. 145). Damit 
folgt der zweite Teil der Behauptung:
a
Kor.: Sei c: £■C,<») M Geodätische ohne konjugierte Punkte.
Dann konvergieren die Jacobitensoren Dg für s -»«* gegen 
einen Jacobltensor D = AX mit
X(t) :=/(A*Ar1(tOdu = D'(O) - D£(0) .
5ew.! Die Funktion ai-*D^ (0) ist unter streng monoton wach­
send und durch B^(0) nach oben beschränkt, also konver­
giert sie für s-*«> gegen einen Wert D'(O) := lim D^(O) . 
Weil die Lösungen der Gleichung (1) stetig von ihren Anfangs­
werten abhängen, ist also die Lösung D von (1) mit den 
Anfangswerten D(O) = 1 und D'(O) das eindeutig definier­
te Grenztensorfeld der Ds. Das auf c|(0,aa) definierte 
Tensorfeld X = a“1D ist der Limes der Felder Xg * A~1DS . 
Weil auf c keine konjugierten Punkte Vorkommen, ist Xg für 
alle te ( 0,®) gegeben durch
X8(t) = = D^(O) - D^(0) ,
woraus die Behauptung folgt.
135. Für alle veSM sei jetzt Dgy der Jacobitensor auf der 
Geodätisches cy:[o,sJ — »M (s^O) mit den Randwerten 1 und 0, so­
fern cy auf diesem Abschnitt keine konjugierten Punkte hat. Sei 
nun c: R — »M eine Geodätische alt Tangentialvektoren v^ := c'(t).
Die Jacobitensoren D und D , falls sie definiert sind,
” 8,vo ’ r
beschreiben denselben Raum von Jacobifeldern bis auf die Parametri­
sierung der Geodätischen, nämlich ) . die bei r+s ver-
r+s
schwindenden Jacobifelder längs c (s i  O^r+s). Also unterscheiden 
sich diese Jacobitensoren nur um einen konstanten Tensor C, der 
sich an der Stelle r leicht berechnen läßt:
C = C . D 3tvr(0)=Ds,Vr(0) C = D r+B>Vo(r) .
Also gilt bis auf Parallelverschiebung:
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Dr+s,v0(r+t> = Dr+s,v0<r> Ds,vr(t>
für alle tS R , und die Tensoren der rechten Seite sind vertausch
bar. Ist nun c [-a,«®) ohne konjugierte Punkte für ein a>0 ,
so daS D := lim D für alle t>-.'i existiert, so ergibt
vt vt,s 
sich der Grenzübergang für r,t,r+t > -a •'
Dy (r+t) = Dv (r)-Dy (t) = Dy (t)«Dy (r) ,
o o r r o
und speziell für t = -r :
Dv (r) = Dy 1 (-r)
o r
1.4 Kongruenzen und Hyperflächen
141. Die Jacobitensoren besitzen eine anschaulich-geometrische 
Bedeutung, die für das Folgende nicht unwichtig ist, und die wir 
daher näher beschreiben wollen. Ausgangspunkt dieser Überlegungen 
ist der Begriff der nirgends, singulären n-Parameter-Varlation von 
Geodätischen, die wir in Anlehnung an die Bezeichnung ln ¿17j> 
wo diese Beziehungen für Lorentz-Hannigfaltigkeiten untersucht 
werden, Kongruenz nennen wollen:
Def.: Eine Kongruenz ist ein Diffeomorphismua
k : H x l  — » Ü C M
wo N eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit
und I ein reelles Intervall bezeichnet, auf eins Umgebung 0
in M so, daß für alle p « H  die Kurven k_: I — definisrt
P
durch kp(t):» k(p,t), Geodätische sind.
Sei also k : N vl — *■ M so eine Kongruenz. Für das Vektorfeld
v := M k )
auf XI = Bild k gilt dann genau
V vT - 0 .
Dieses Vektorfeld nennen, wir das Flußvektorfeld der Kongruenz.
Wir greifen uns nun ein« der Geodätischen heraus, etwa e := k_
*o
für eis festes VQe  V und möchten dl« Hachbargeodätiachen von e
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in der Kongruenz beschreiben. Das leisten die V-invarianten, zu 
c' orthogonalen Vektorfelder J(t) längs o, die durch die Glei­
chung
[j,Vj = LyJ = 0
charakterisiert sind. Biese ist äquivalent zu der Gleichung 1.Ordnung
j* = 7VJ = ^ V  =: 7V(J)
(Daraus folgt durch nochmaliges Differenzieren die Jacobigleichung:
J" = V Vv -  7M.1 = - R(J,V)V .)
V J «j v
Der LSsungsraum dieser Gleichung 1.Ordnung ist (n+1)-dimensional; 
die zu c senkrechten Lösungen Jx sind also durch einen beliebigen 
Anfangsvektor x c S Qc eindeutig bestirnt (vgl. 113). Die gesuch­
ten Lösungen können daher durch das Jacobitensorfeld 
Y(t) := (xt-*Jx(t)): Ntc — *Ntc 
(bis auf Parallelverschiebung) beschrieben werden, das der Tensor­
gleichung 1 .Ordnung
(4) X' = V7-X oder Y'Y- 1  = Vv
genügt. Die Lösungen von (4) unterscheiden sich nur durch einen 
konstanten Tensor voneinander, da sie alle denselben Raun von 
Jacobifeldern aufspannen; sie heißen Flußtenaoren der Kongruenz k.
Wenn die Geodätische c mit dem Jacobitensor X längs c also 
in dieser Weise in eine passende Kongruenz eingebettet ist, so 
mißt der Tensor Y'Y- 1 gerade die Änderung des Fluflvektors verti­
kal zur Flußrichtung. Eine solche Einbettung ist immer möglich:
Es sei eine beliebige Geodätische c:I-»M und ein nicht singu­
läres Jacobitensorfeld X längs c vorgegeben, c'(0) = veSM .
Zu Y gehört die injektive lineare Abbildung fy: KQc —> TySM 
(121). Sei X eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n von SK 
durch den Punkt v e  SK mit T ^  = Bild fy ; X sei transversal 
zun Fluß und zum vertikalen Bündel V . Dies ist möglich in einer 
kleinen Umgebung von v, denn Bild f^ ist senkrecht zua Geodä­
tischen Fluß und, weil Y nicht singulär ist, transversal zu Y.
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.Dann definieren wir die Kongruenz
k = X v I — >K .
Die zu k "passenden" Jacobifelder senkrecht zu c kommen von Fel­
dern t ^ w  h e r  mit w « TyX = Bild fY . Also werden sie durch 
den Tensor Y beschrieben, und Y erfüllt mit den entsprechenden 
Bezeichnungen die Gleichung (4J.
Di« Gleichung Ly(Yx) » 0 für alle x « N Qc gibt die Bezie­
hung zwischen Y und dem Fluß <?t des Vektorfeldes V, der für all« 
a,t ,s+t e X definiert ist durch y t(k(p,s)> - k(p,s+t) • Es gilt 
dann nämlich Y(s+t)x - 9>Sk *(t)x , und also bis auf Paralielverach.
w k c  ’ •b
3^2. In Folgenden wollen wir die Lagrange-Tensoren geometrisch 
charakteri si eren.
Pef.: Sei N c M  eine C2-Untermannigfaltigkeit, V ein orthogonales 
Einheitsvektorfeld auf N. Der II. Funda’"»"*'^ tw«QT Ay von » 
bezüglich V ist als Normalanteil der kovarianten Ableitung 
lünps N definiert: Ay ist der (])-Tensor auf N mit 
^AvX,Y> := <yx*,Y> 
für Tangentialvektorfelder X,Y von K.
Weil VXY = V^X + [x .y] und [x.yjcTMlV , ist 
<AyX,Y> = <.X,AyY^> , d.h. Ay. ist symmetrisch.
Für orientierte Hyperflächen H ist das Einheitsnormalenfeld
V eindeutig bestimmt; wir sprechen einfach von de« II. Fun-
damentaltensor A,r von u.'fr >
Theorem 1 Sei K eine Riemannsche Kazmigfaltigkeit und a l — »M
eine Geodätische mit Anfangsvektor c'(0) > t (S H . Sei.P
Y regulärer Jacobitensor längs c. Dann sind die folgenden 
Aussagen äquivalent:
(i) t ist Lagrange-Tensor.
(ii) Bild fy ist Lagranfe-IJnterraufli von T^SÄ .
Bew.
(iii) Y'Y~1 ist symraetrisch
(iv) y ist Plufiiensor einer Kongru enz k: Ii-*I — *M von 
Geodätischen um c so, dad das Vektorfeld V = ^*(5^) 
rotationsfrei ist.
(v; Y ist Flußtensor einer Kongruenz k: N x I — »M mit
folgender Eigenschaft: Die Geodätischen cn(t) k(n,t) 
für n£N sind die orthogonalen Trajektorien der "paralle­
len" Hyperflächen := k(N*{tj) ("orthogonale Kon­
gruenz"). Kit V = k^ij^) gilt weiterhin für die II. 
Fundamentaltensoren dieser Hyperflächen:
A s - V v !nt
insbesondere
(o(t)) « - Y'(t)Y"1(t) .
*t
l  (i), (ii) und (lil) aind nach Definition eines Legrange-Ten- 
sors äquivalent, (v) ist ein Spezialfall von (iv), denn die 
Bedingung
0 = (rot V)13 . 7iVj - V f i
in beliebigen Koordinaten ist gerade äquivalent zur Symmetrie
von . Diese ist aber in (v) gewährleistet, weil A„ sym-
"t
metrisch ist. Wegen
(4) V v  = Y'Y-1 längs c
folgt aus der Sotationsfreiheit vor. V die Symmetrie ’/on Y';-1
und damit (ili) aus (iv). Es bleibt (v; aus (1} zu zeigen.
Sei dazu N eine Hyperfläche durch p, auf der der Vektor v
senkrecht steht, mit II. Fundamentaltensar A^(p) = -Y’(0)Y~1(0)
an diesem Punkt p. v bestimmt eine Orientierung von K um p
und damit ein Einheitsnormalvektorfeld V auf S. Sei c„ : =n
°V(n) die zu 11 ortho8°naie Geodätische durch n, die "Normale" 
durch n. Dann definieren wir dl« Kongruenz der Normalen 
k := ((n,t)r-+ cn(t)) : N * I —
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V läßt sich auf ganz Bild k ausdehnen: V := •
Wir zeigen V_Lk„TN überall auf Bild k . Sei dazu J ein 
Tangentialvektorfeld auf N, X das Vektorfeld auf Bild k 
X := k^C^) . Dann ist X V-invariant ([x,v] = 0), also 
fs<y,x> = <V,VyX> = <v,vxv> = j X<V,V> = 0 . 
denn |jv|p ist konstant gleich 1. Außerdem ist nach Kon­
struktion <V,X> t=0 ** 0 , weil V Normalvektorfeld von N ist, 
somit gilt überall auf Bild k <V,X)> = 0 und v j N ist 
Nornalvektorfeld der Hyperfläche für alle t £ l  .
Für die II. Fundamentalfora] erhalten wir
< \ X>Y> = <v * V >  = - < V > y>
für Tangentialvek’torfelder X und Y von K^, also
A,t = -Vv|„
‘‘t
und längs c wegen (4):
Ajj^icit)) = - Y'(t)Y-1 (t) 
womit (v) und also der Satz bewiesen ist. &
1 i 3. Erinnern wir uns an 121 zurück, so können wir als Konsequenz
des Theorems folgendes festhalten: Sei Y eine Lagrange-Lösung längs
der Geodätischen c * c : I — »M . Sei f = f„: N c — »T'SM der zuv Y o v
i gehörige Monomorphismus. Dann gibt es eine Dntermannigfaltigkeit 
XnC  SM durch v tangential an den Unterraum Bild f so, daß 
TX C T'SM .
Das Differential der orthogonalen Kongruenz
k = ((x,t)>— r ^ x )  : X * I —> M 
ist bei v gegeben durch die Ableitungen der k^: X — »X , “ k(P**^
bis auf Parallelverschiebung längs c. Die Existenz von X ist durch 
das Theorem gesichert: lat i(t0) regulär für tQ£ I , so nehme man 
die Normalvektoren der Hyperfläche und transportiere sie mit
9“1 . Weiterhin können wir Flußabbildungen definieren:
st : = K3+tKs : **— *' “s+t
sie 'beschreiben, wie der Fluß der Kongruenz N nach N„, . transpor-s s+x
tiert. Deren Differential ist längs c gegeben durch 
kst* = i(s+t)
Geht man umgekehrt von einer Hyperfläche HcM mit Einheits­
normalvektorfeld V aus, dann kann man wie im Beweis des Theorems 
für ein geeignetes Intervall I eine Kongruenz
k(h,t) := oY(h)(t) , k: H* I » M 
definieren. Wir wollen sie die Normalenkongruenz der Hyperfläche H 
nennen. Das Differential k* kann am einfachsten durch das ausgezei 
nete Flußtensorfeld dem Anfangswert Yy(h)^0  ^= 1 ^ür
alle h.6 h beschrieben werden. In diesem Fall ist 
AH(h) - I*(h)(0)
und
kt # ^  = ^V(h)^*^ 
für alle h« H .
Def.: Eine Singularität diese« Tensorfeldes Y heißt ein Fokalpunki 
der Hyperfläche H.
In einem Fokalpunkt werden die senkrecht von der Hyperfläche aus­
gehenden Strahlen fokussiert. Ist c eine Normale von H (d.h. c'(0) 
= V(h) , wo h = c(O)eH) und c(f) der erste Fokalpunkt auf c, so 
ist c lokal Kürzeste von H nach c(s) für alle s<f . Denn au. U : 
= Bild k liefert die Normalenkongruenz eine "Karte"
(x1tx2) := k“1: ü — »H*-I 
Ist b = (b^,b2) : J — »U eine weitere Verbindur.gskurve vor. H nach 
c(a), so ist deren Länge nicht kleiner als s:
L(b) = ^iib'(t)|dt = ^ (¡fcj(t)!2 + |b*(t)|2)1/2 dt 
“ dt “ 3 ’ 
weil die Komponenten b^  (t) und b^(t) von tf(t) aufeinander 
senkrecht stehen.
. Die in 143 beschriebene Zuordnung von n-Untermanni^faltig- 
keiten von SM und Lagrange-Tensoren läßt die Frage aufkommen, ob 
ein gegebenes Lagrange-Tensorfeld Yv (t) , das für jedes veSM 
definiert ist mit einer Ck-Abhangigkeit von v, k i O  , vielleicht 
von einem einheitlichen n-Flächensystem in SM herkommt, also von 
einer Blätterung.
Def Sei Um eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine (i.a. 
nicht zusammenhängende) Ck-Untermannigfaltigkeit (k»0)
, 0 ^ 1 4 m  , heißt Blätterung von U . wenn
(i) 0 = B als Mengen,
(ii) um jeden Punkt pst) gibt es eine offene Umgebung U'(p) 
und eine Karte x : U' — *■ R® , eo daß
x(U') = V * W  für offene Mengen V c E 1, Wc R®"1
und
x_ 1 (V*{qj) offen in B für alle q * W  .
Jede Zusaaimenhangskomponente von B heißt Blatt von B; B ist 
die disjunkte Vereinigung seiner Blätter (i.a. nicht para­
kompakt ).
Triviale Blätterungen sind B => U als Mannigfaltigkeiten (1 = «) 
und B = U mit der diskreten Topologie (1 = o). Jedes Produkt 
U - R v s  hat zwei zueinander transversale (im Fall kJ 1) Blätte­
rigen B1 := ¿¡-R({rj*S) und B^:» ¿§(RJc{a}). Sie Bedingung (ii) 
sagt gerade, daß jede Blätterung lokal von dieser Form ist.
Eine Blätterung B liefert eine Distribution TB auf U, d.i. ein 
ünterbUndel von TU. Die Trage ist, wann umgekehrt eine Distribu­
tion von einer Blätterung herkommt. Ein Blatt einer solchen Blät- 
terung nennt man Integralmannigfaltigkeit der Distribution; da» 
Ganze wäre eine Integralblätterung.
lat nun ein Jacobitenaorfeld für alle ve SU gegeben. 80
wollen wir fragen, ob die zugehörige Distribution
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(Bild fY)v = {(Yv(0)x,r;(0)x; I , X J - r j C l’JSK
(veSM) eine integralblätterung besitzt. Solche jacobitensorfel- 
der wollen wir integrierbar nennen. Ist Xn c  SH eine Integralmaimig- 
faltigkeit von Y und veX mit Fußpunkt irv = p , so ist v Normal- 
vektor auf irX c M , denn
(*) H.yX.= r^(Bild fy) = {yv(0)x | x e i pH, x ± v j _ L  v .
Ist also Z eine Integralmannigfaltlgkeit von Y und t (X , so kann 
X beschrieben werden als die Zusamaenhangskomponente von v des Ein- 
heitsnormalenbUndels vonirX, N(-rX)nSM . Das bleibt aus Dimensions- 
grlinden auch dann richtig, wenn nicht von maximalem Rang ist,
wenn also Yv(0) singulär wird, denn die Einheitanormaj.Vektoren von 
vX bilden in jedem 7all eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit 
von SM, die wegen (*) mit X Ubereinstimmen muß. Ebenso ist die 
Distribution
(Bild f(Yv(t)x,Y;(t)x) | xlc;(t)/
integrierbar mit Integralmannigfaltlgkeit X^ .'= ^ X  = Zosaaimen-
h&ngskomponente von von N(rXt) C SM . Well der entartete Fall
@Uld i  0 nur für Isolierte t-Werte auf tritt (123),
v
haben wir bewiesen:
Sat«: Eine n-Uirtermannigfaltigkeit X von SM ist genau dann 
Integralaannigfaltigkeit des Jacobitensorfeldea Y , wenn 
ftlr alle v £ SM und für alle t c 8 ' Sing Tv eine Umgebung 
ü(v) in SM existiert derart, äafl reguläre Hyper­
fläche in M und für ein geeignetes Intervall I
FluStensorfeld der zugehörigen Normal enkongruenz ist. ü
Beispiele integrierbarer Jacobitensorfelder sind A und Dg, sofern 
das letztere für alle v c SM definiert ist: Bild fA = ’Y ' mit den 
Fasern S ^ K  als Integralmannigfaltigkeiten. Dflv. ist nach Defini­
tion Flufltensorfeld der Normalenkongruenz der Riemannschen Sphäre 
®3y yoa Radius s mit Mittelpunkt (s). Nach dem obigen Satz bilden
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die nach innen gerichteten Normalenvektoren der Sgv eine Integral­
mannigfaltigkeit von Dg.
Natürlich sind nicht alle Lagrange-Tensorfelder integrierbar. 
Eine Integralmannigfaltigkeit etwa dea Jacobitensorfeldes B mit 
den Anfangswerten B(0) = 1 , B'(0) = 0 wäre ein paralleles Ein­
heitsnormalvektorfeld einer Hyperfläche; eine solche Hyperfläche 
müßte demnach total geodätisch sein. In § 3.4 werden wir der Frage 
nachgehen, wann die in 132 definierte asymptotische Lösung D inte­
grierbar ist.
l..«5 II- Fundementaltensor und Abstandsfunktion einer Hvoerfläche
'51. Ia vorigen Abschnitt sahen wir die Bedeutung der II. F\m- 
daaentaltensoren von Hyperflächen für die Jacobitensoren. Wir wol­
len m  diesem Paragraphen auf die geometrische Bedeutung des II« 
Fund«mentaltensors mit Blick auf die Abstandsfunktion einer Hyper­
fläche eingehen. Wir werden diese Überlegungen in Kapitel 3 und 
4 brauchen.
Wir möchten also die Abstandsfunktion einer Hyperfläche H 
a : M — ► R+ , a(p) := d(p,H) 
beschreiben. Die ersten und zweiten Ableitungen einer Punktion 
sind durch Gradient und Hessischen Tensor gegeben.
Def.: Sei U eine Riemannsche C2-Kannigfaltigkeit, f : U -* R
2
eine C -Punktion. Der Gradient von f ist das Vektorfeld 
grad f auf ü mit
<grad f*X = Xf
für jeden Vektorfeld X auf ü. Der Hessesehe Tensor von f 
ist das )-Teneorfeld
s= Vgrad f .
Dabei gilt für Vektorfelder X,Y auf 0:
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<f^X,Y> = NVxgrad f,'/> = X<£rad f,Y> - <grad f 
= XYf - (7xY)f
Die letzte Formulierung zeigt drei Dinge:
1. fM  ist symmetrisch, denn wegen der Torsionsfreiheit ist 
XY - VXY = YX - VyX .
2. Ist Z Tangentialvektorfeld einer Geodätischen b(t) auf U, no ist 
<(f*,Z,Z> = ZZf = (fob)" .
3. Ist f¥ (p) = 0  (p kritischer Punkt), so ist für Vektorfelder X.Y 
<f„X,Y>(p) = XYf = m  .
152. Sei nun H eine C^-Hyperflache mit einem C 1-differenzier- 
baren Einheitsnormalvektorfeld v(h). Sei wieder k : H * I — »M  , 
k(h,t) = di® Normalenkongruenz, V(h,t) := k^ Cjj^ ) .
V ist Lösung der Differentialgleichung V' = 0 ; die Lösungskurven 
t •—»V(h,t) hängen differenzierbar von den Anfangswerten V(h,0)
= v(h) ab, daher ist V ein C1-Vektorfeld auf Bild k. Auf U :
= $ild k)sH sei B das nach außen gerichtete Hormalenfeld:
Ist a j ü — > R die oben definierte Abstandsfunktion von H, so 
können wir a längs einer beliebigen Kurve b(s) in ti mit Anfanrs-
80(O) = b(a) , g8(1)£H die kürzeste Verbindung von b(s) nach ;f; 
diese ist in U eindeutig bestimmt. Diese Geodätischen bilden eine 
Variation g : J x [0,l] — »M , g(s,u) = gs(u) mit Variationa-
H ist für alle s e J , steht sie senkrecht auf H und ist daher mit 
der Normalen cy(h) • h:= Parametrisierung identisch.
Deren Tangentialvektor ist N, es gilt also
t> 0 
t ■< 0
vektor jg- b(0) = z ableiten. Sei nämlich gs: [ 0,lj — »K mit
Vektorfeldern Z:= g,(^) und W:= • Da gg Kürzeste nach
W(s,u) ■ - |jv(s,u)f-H(g(s,u)) , 
denn W ist auf H gerichtet, H weg von H. Nun ist 
a(s; := a(b(s;) = jw{e,u)fdu
0
und , v —
Hi;v Ü = ^ ~ -  =X~ ~ ~  = - ^ W Z-N> = " f ü < M >  * ^ ¡ H 4 ' V ;>
Damit ist a(s) C1-differenzlerbar:
h  - - / I ü < z ’h>s,u du = 05>N>S)o .
denn bei u=1 ist Z tangential za H und damit senkrecht zu S. 
Allgemein gilt für alle Vektorfelder Z auf ü:
Za = a^Z = <£,]£>.
Wir haben bewiesen:
Satz: Sei H eine C**-Hyperfläche mit C 1-Nommlvektorfeld. Sei R
der Regularitätsbereich von exp ¡^.j , der Exponentialfunktion 
des Normalenbündels von H. Sei U = (exp K) x H und a(p) ■ 
d(p,'i) die Abstandsfunktion von H für pe U  .
Beh.: a ist auf ü C^-differenzierbar alt 
grad a = « und a„„ = 7 n , 
wobei N das Tangentialfeld der nach außen gerichteten Hörmalen 
von H bezeichnet.
1?5. Unter den Voraussetzungen von 152 können wir statt der Ab­
stand s funkt ion a von H auch die HormalfunktIon b der Hyperfläche 
betrachten. Diese ist auf Bild k , k die Horwalenkongruenz, wie 
folgt definiert:
■s.*!»..).. iE  i i g  . W H  . - i .
Man sieht aus 1 5 2 , daß
grad b » V » k»(§^) 
überall auf Bild k , also ist b dort eine C^-Punktion. Damit können 
wir zeigen:
Satz: Eine C1-Hyperflfiche H mit C1-Honnalenfeld v(h) , h * H  ist
2
sogar eine C-Hyperfläche.
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Bew.: Für jeden Punkt peH erklären wir eine C -Karte x auf einer 
Umgebung U(p) in M. Sei dazu T = exp T^H ; T ist in einer 
Umgebung T* = T^U' von p reguläre Hyperfläche. Sei k :
T ' x I — »• M die Normalenkongruenz von T '. Wenn q e  T 1 nahe 
genug bei p liegt, etwa qe-T" = Iflü" , schneidet die Geo­
dätische kq(t):= k(q,t) die Hyperfläche H und alle Parallel­
flächen H^ , die sie trifft, transversal. Sei R wie ln 152 
der Regularitätsbereich von exp^g . Dann setzen wir 
U := k(T"x I) n  exp R und definieren
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2
(k“1 ) 1 —  - 1
* i» .-------► TpH
x2 » b : U-
_ o
x1 ist C und ist C , außerdem sind die Niveauflächen von
x^ und xj zueinander transversal, also ist
x :» (x1 tx2) s U — * TpH* ß 
7eine C -Karte von M, wobei
H n U = {p«u| x2(p) - oj ;
somit ist H ein« C^-Hyperfläche.
2
154. Seien nun H und G zwei disjunkte C -Hyperflächen mit ge­
meinsamer Normale c: I — >M , einer -geodätischen Strecke von 
p £ H nach qcG . 9 und G seien so nahe beieinander, daß G im 
Bild des Regularitätsbereiches von exp jHfj liegt. Wie verhält 
■ich die Diatanzfunktion d ■* afg za den II. Fundamentaltensoren 
der Hyperflächen?
p
Sat»! d : G — *IR+ ist eine C -Funktion, die bei q stationär ist 
mit Hesseschem Tensor
-<*<*- Aa^)(q) , 
wo Hq die zu H parallele Hyperfläche durch den Punkt q 
bezeichnet. Sie II. Fundamentaltensoren sind dabei bezüglich 
des Tangentialvektors von c genommen, der Verbindungsstrecke, 
die von H nach G läuft.
Bew.: Nach den Ergebnissen von 15? ist grad d die Projektion
von au^ ^er Stelle q gilt grad d(q) = 0, denn
dort steht N senkrecht auf G. Für zwei beliebige Tangential­
vektorfelder X und Y auf G gilt bei q nach 151:
<d„X,Y>(q) = XYd(q) = X<Y,N>(q)
= « V XY,N> + <Y.VxK»(q)
2 <(ag - Ah )X,X>(q)
‘ q
Die letzte Gleichung sieht man so ein: Well N(q) N o r m a lvektor
zu G,ist der erste Term des vorletzten Ausdrucks genau die 
/•
XI. Fundamentalform der Hyperflache G. Für 
den 2. Term gilt
<yxN,Y>(q) = -<B,^T>(q) + X<K,?>(q) (§) 
für jedes Vektorfeld ? mit t(q) = Y(q)- 
Insbesondere können wir für t ein Tangen­
tialvektorfeld der Parallelfläche Hq zu H, d.i. eine Niveau­
fläche der Abstandsfunktion a von H wählen. Auf dieser steht 
N an jeder Stelle senkrecht; also entfällt der 2. Term der 
Gleichung (§) und es gilt
<yxN,Y>(q) = - < A h X,Y>(q) ,
q _  
woraus die Behauptung folgt. C*
155. Wir können jetzt zeigen, was der II. Fundamentaltensor an­
schaulich bedeutet: Je größer A, desto mehr krUmmt sich die Fläche:
Satz: Seien H und H' orientierte C2-Hyperflachen, die sich im 
Punkte p 6 M mit gemeinsamen Normalvektor berühren.
(1) Palls Ajj(p) <  Affl(p) (vgl. Anhang), so gibt es eine 
Umgebung U(p) in M derart, daß H'r> 0 gan* auf der 
Seite des Normalenvektors von H liegt und mit H nur 
den einen Punkt p gemeinsam hat.
(ü) Liegt magekehrt H' in einer Umgebung t ob p ganz auf <J*r
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Seite von H, die der Normalvektor weist, so gilt
A{j(p) •
Be w.; Sei H" die um ein kleines Stück t ln Richtung des Normalen- 
vektors verschobene Parallelfläche zu H'. H" spielt jetat 
die Rolle von H in vorigen Satz. Oie Distanzfunktion d 
von H" auf H ist bei p stationär mit Hessesohem Tensor
Das Minus-Zeichen tritt dabei deshalb auf, / 
weil jetzt der Normalvektor in die andere , __
p r  v *
Richtung zeigt als im Satz davor, nämlich K 
auf die Hyperfläche H" zu. Die Dis tanz funk- \ 
tion d hat also ia Punkt p ein lokales striktes Minimum, d.h. 
alle anderen Punkte einer gewissen Umgebung U(p), die in H 
liegen, sind weiter von H" entfernt als p. Da H' von H" den 
konstanten Abstand t hat, bleibt H' wenigstens ln U ganz auf 
der Seite von H, wo H" liegt, und schneidet H in U nicht ein 
zweites Hai.
Hat ungekehrt d bei p ein lokales Minimum, so mufl ^ 0 
gelten, und es folgt (1 1 ).
1.6 Die Yoluaenexpanslon einer Kongruenz
161. Sei jetzt wieder Y(t) ein regulärer Jacobitensor längs 
einer Geodätischen c: I -»M . Wir sahen im Abschnitt 1.4, dafl der 
Tensor Y'Y- 1 als Ableitung des Fluflvektorfeldes, im Lagrange-Kall 
als II. ttmdamentaltensor einer Hyperfläche gedeutet werden konnte. 
Dieser Tensor genügt einer kovarianten Differentialgleichung 1.Ord­
nung, die sich sofort aus der Jacobigleichung (1 ) ergibt:
Sei Y*Y~1 U , dann ist
d*„(p) = - U H(p) - AH,(p)) > 0 . W H'
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y, _ y"Y-1 - Y'Y'^Y'Y-1 = RY'i-1 - U2
also
(5) U ’ + U2 + R = 0
Betten wir nun o und T in eine Kongruenz ein, so können wir eine
solche Darstellung physikalisch als Gasströmung deuten, mit den
Geodätischen als Stromlinien. Analog zur Strömungslehre können wir
den Tensor D in drei Anteile zerlegen: den antisymmetrischen Anteil
A:= (1/2) (U - U“) (Wirbeltenaor). den Spur-Anteil jj-1 , wobei
»':= Spur ü (Volumenexpans 1 on) und den spurfreien symmetrischen
Teil S:=(l/2)(U + U“) - jj-1 (Scherungstensor). Der Spur-Anteil
ist für uns der interessanteste, weil er das Wachstum der Jacobl-
felder wiederspiegelt. Berechnen wir daher die Spur aus Gleichung (5)i
Sp 0' + Sp A2 + Sp S2 + Sp 12 + 2 | Sp S
n
+ 2 j S p i + 2 S p A S + S p R  « 0
Die gemischten Glieder fallen alle heraus, weil Sp A * Sp S * 0
und Sp AS = 2 1  A. . S.,* » 5 Z  - A 4< = - Sp AS .
1 ,3  13 31 1 ,3  31 
Der Krümmungsterm wird bei Spurbildung zur Riccikrümmung:
Sp R = 21 <^R(xi ,c')c',xi^  =: Rlcic'.c'}
x^,...,xn sei dabei eine beliebige urthonormalbasis von Nqo .
So erhalten wir die Gleichung von LANDAU und RAYCHAUDFTURI:
(6) 6' + i 02 + Sp A2 + Sp S2 + Ric(c',c') - 0 
(vgl. [n] , [26j ) .
162. Was hat die Spur von H mit Voluraenexpansion zu tun? Sei dazu 
k : H « I — * H eine Kongruenz zu Y; dafi eine solche in jedem Pall 
existiert, wissen wir aus 141. V » k ^ ( b e z e i c h n e  wie immer das 
zugehörige Pluövektorfeld. Dann lat
© = Sp U = Sp W  = div V .
Die Divergenz eines Vektorfeldes gibt aber gerade die Volumenänderung 
unter dem Plufl des betreffenden Vektorfeldes an: Sei u» die Volumen- 
form auf H, ^  :* ly«? die auf k^TK Induzierte n-i’ora,9^. dar W u 3  von
Dann gilt (vgl. z.B. ’l"j) #
9_» - V.
(div V)->? a dt = (div V)ö = L,.u = lim ... * dt ,*• v i-»o 8
Mit 141 erhalten wir (modulo Parallelverachiebung)
e7 -  (div v)7 = 11« i  - ? )
= lim i [det Y(t+8) - det Y(t)J det Y(t)- 1 »? .
Ergebnis s
(7) 6 = Spur Y'Y*1 = (det Y)'-(det Y)- 1 .
Satz: Sei c : X -»M eine Geodätische und Y ein Jacobitensor 
längs c. Genau dann verschwindet ein Jacoblfeld der Form 
Yx , x^O , x e N Qc , im Punkte c(tQ), t0£ l  , wenn 
e(t):= Sp Y'Y_1(t) — * - c t  für t -*t0 .
Bew.: Da Y und damit det Y in einer Umgebung von tQ C** - Ab­
bildungen sind, kann die Bedingung (det Y)'(det Y)-1(*)—+ - m  
für t -**0 nur dann erfüllt werden, wenn det Y(t0) = 0 . 
Umgekehrt fordert det Y(t0) « 0 , daß 9(t)^ 0 kurz vor tQ, 
weil der Fl uß einer zu Y gehörigen Kongruenz das Volumen 
(auf Kuli) zusammenzieht. Also gilt in diesem Fall 
fl(t)-*-«, für t —  tQ .
162. Sei Y wieder ein Jacobitensor längs der Geodätischen 
e:I-.M . Für KQc sei eine Orthonormalbasis x.|,...,xn gegeben.
Das durch die Jacobifelder Yx^ zusammen mit c' an einer Stelle 
t e  I aufgespannte Volumen wird gegeben durch 
e(t) :=» det Y(t)
Für dieses galt die Gleichung (7): 
e ’ m e-e 
mit 0 - Sp Y'Y-1. Die Funktion 
l(t):= e(t)1/n
gibt so etwas wie die mittlere länge der Jacobifelder an. Wir kön­
nen sie Alt Hilfe der Riccikrüs^ung abschätzen:
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Sei Y ein Jacobitensor längs c: I— . Kit den vorstehen­
den. Bezeichnungen gilt:
1" = - j [sp A2 + Sp S? + Kic(V,V)Jl 
Ist Y sogar ein Lagrangetensor, gilt die folgende Ungleichung: 
1" i - j Ric(V.V)■1 .
1 - = <e1/a )« = 1  (e1^n • — ) ' = 1  (e1/n 0) •
= H (e e1/n 8^ ' 8 + e1/n e '
= ” 5 LSp A? + Sp + Ric(v .v)J-l •
Die letzte Zeile ist eine Konsequenz der Gleichung (6). Die 
Abschätzung im Lagrange-Fall folgt, weil dort der antisymme-
p
trische Anteil A verschwindet und S positiv definit ist.
Die letzte Ungleichung wird zur Gleichung genau dann, wenn S = 0 . 
Das bedeutet, daß Y ein Vielfaches der Identität ist, Y = S-1 ; die 
Jacobifelder Yx sind also modulierte Parallelfelder, notwendig
C«*
und hinreichend dazu ist eine Anfangsbedingung der Form Y(0) = 
und eine rotationssymmetrische Krümmung der Gestalt R(t) = K(t)-1 
mit einer reellwertigen Funktion K(t). Wenn auf einer Vergleichs- 
manniefaltigkeit kleinerer Riccikrümniung diese Situation vorliegt, 
erhalten wir Vergleichssätze für die Yolumenexpansion entsprechender 
Lagrange-Tensoren. Das kann man beispielsweise bei positiver Ricci- 
krüir.mung ausnutzen.
. Die '/olufflenexpansion eines Lagrange-Tensors hat eine wei­
tere geometrische Bedeutung:
Def.: Sei Hi'K eine Hyperfläche, p e H  . Die mittlere Krümmung h 
ist als Spur des II. ¿‘undaraentaltensors definiert: 
h(p) := Sp AH(p) .
Ist Y ein Fluatensorfeld der Hormalenkongruenz k von H, so gilt: 
h(p) = Sp Y^(0)Y“1 (0) = ep(o)
Betrachten wir die Parallelflächen Ht = , so erfüllen
Satz:
Bew.:
deren mittlere Krümmungen h(t) im Punkte k(p,t) die Gleichung (6).
Kor.: Sei c : ¡0,''») — » M eine Geodätische und Ric(<j'(t) ,c'(t)) » 0 
für alle t*0 . Dann gilt:
(i) Ein Lagrange-Tensor Y längs c mit
Y(0) = 1 , Sp Y'(0) í -£ ¿ 0  
besitzt eine. Singularität tQ im Abstand 0 < t Q* ji .
(ii) Eine Hyperfläche H , piH, mit mittlerer Kriimmung
h(p) « -£
besitzt einen Fokalpunkt im Abstand * £ .
Bew.: Nach dem vorher Gesagten sind die Formulierungen (i) und (ii) 
äquivalent. Die Ungleichung in 162 wird bei nichtnegativer 
RiccikrUmmung einfach zu 
1 " * 0 ,
solang« 1 * (det T)1^n nicht negativ ist. Als Anfangs­
bedingungen haben wir:
1(0) - 1 , 1* CO) = 1 1(0)- 9(0) < -£ .
Die erste Nullstelle von 1 muß somit vor der Nullstelle der 
Geraden l(t) » 1 - 2 t liegen, (vgl. [26])  D
Das folgende Theorem wurde in [ll] für kausale Geodätische ln Lorentz- 
mannigfaltigkeiten bewiesen. Im Riemannschen Fall läuft der Beweis 
ähnlich. Der dortige Beweis kann aber wesentlich vereinfacht werden.
Theorem 2 Sel M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und c: R -»M 
eine Geodätische. Falls
R(0) ji 0 und Ric(t) := Ricíc'ítJ.c'ít)) * 0 
für alle t«R , gibt es zueinander konjugierte Punkte c(t1) 
und c(t2) .
Insbesondere gilt: Eine vollständige Riemannsche Mannigfaltig­
keit von nichtnegativer Riccikrümmung ist flach genau dann, wenn 
es auf ihr keine konjugierten Punkte gibt.
Bew.: Wir betrachten die folgenden Mengen von Lagrange-Tensoren 
längs c :
L+ := [ y I Y(0) = 1 , Sp i ' (C) ± oj ,
L_ := [ y j Y(0) = 1 , Sp Y'(O) < o j  .
Wir wollen zunächst zeigen, daß alle Jacobitensoren in L+ 
negative, alle in L_ positive Singularitäten besitzen. Sei 
dazu Y e. L_ mit den üblichen Bezeichnungen 1 = (det T)^n ,
U = Y'Y- 1  , 0 = Sp 0 , S = U - |-1 . Zwei Fälle sind zu unter­
scheiden: Entweder ist Sp S^(t) = 0 für alle t ^ O  . Dann 
ist S».t) = 0 lind R von der Form R(t) = K(t)-1 mit K(t)«R 
für alle t 40 , wie wir am Ende von 162 bemerkten. Weil nach 
Voraussetzung R(0) ji 0 und Ric(O) * 0 , ist K(0) > 0 .
Für 1 gelten dann die folgenden Ungleichungen:
l'(0) = i  o , i"(o) < 0 , l"(t) < 0
für alle t > 0  (vgl. 162.). Eine solche Funktion besitzt eine 
positive Nullstelle. Oder aber es gibt ein t i O  mit 
Sp S^(s) > 0 . in diesem Fall gilt:
l ’(0) = 0 , l"(s) 0 , l*(t) it 0
für alle t > 0 , und auch in diesem Fall besitzt 1  eine posi­
tive Nullstelle. Das Entsprechende gilt für L+ mit umgekehr­
tem Vorzeichen, so daß unsere Zwischenbehauptung bewiesen ist.
Wir nehmen nun an, daß es auf cj^ ^  keine konjugierten 
Punkte gibt, denn anderenfalls wären wir fertig. Dann ist 
laut 132 die Asymptotische Lösung D definiert und ohne Singu­
laritäten auf (o,«e) . Well somit D nicht au L_ gehört, ob­
wohl D(O) - 1 richtig ist, muß Sp J3*(0) > 0 gelten. Eben­
so muß Sp 1)^ (0) ä 0 für genügend große s richtig sein, denn 
die D_ streben ja gegen i). Also liegt auch D. ln L. und hat
S D T
nach dem Vorigen eine negative Singularität So sind t1 




2.1 Abschätzungen von Lagrange-Tensoren
211. Im folgenden Abschnitt wollen wir die Jacobifelder selber 
abschätzen, nicht nur die von ihnen aufgespannten Volumina. Im Vor­
dergrund wird daher die Hiccatigleichung (5) stehen, nicht mehr wie 
ia letzten Abschnitt ihre Spurform (6).
Satz: Sei c : I — Geodätische und U. eine überall ln I defi­
nierte und stetige symmetrische Lösung von
(5) U' + 02 + E = 0 .
Sei x e B0e und
R(t)x = K(c'(t),x) > k(t) .
Sei f eise Lösung von 
(5*) f  + f2 + k « 0 
Bit der Anfangsabschätzung 
<jj(0)x,x>< f(O)
Beh.i <U(t)x,j>< f(tj für alle t>0 , tel .
Bew.: (vgl. auch jj»]) Wir betrachten die Lösung V(t) « f(t)-1 
der Differentialgleichung von Tensoren längs c
V  + V2 + k-1 = 0 .
Sie Bifferenzfunktlon sei
g(t) * <[0(t) - V(t))x,x> ;
g. = - <fü2 - V2)x,x>- 4 »  " k-1)x,x>
< - <CtT2 - V2)x,x>
Vir wissen, daS g(0)-i0 ist. Sei sei ein Punkt mit 
g(s) = 0
Es ist g’(s) su untersuchen. Weil U und V syraaetrisch sinr., 
ist
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;jüx - x ]2 = <U2x,x> - 2nUx,x> + !>//2 
!;vx - xjj2 = <V?x,x> - 2xVx,x> + ,;X/2 
Bilden wir die Differenz an der Stelle s, bleiben rechts 
nur die ersten Terme stehen:
;|ü(s)x - xi!2 -  ! ;v(s)x -  x f  = <(u2 - v2)(s)x,x^
< - g'(s)
Die rechte Seite wird Jetzt abgeschätzt, indem wir die Vek­
toren links durch ihre Projektion auf die x-Richtung ersetzen. 
Der erste Vektor verkürzt sich dabei:
f ü x - x f 2 * «ux,1|?>-<x,-j|1» 2 , 
während der zweite Vektor ungeändert bleibt:
|vx-xl;2 = « v x . ^ r>-<x,1fr» 2 ,
denn V bewirkt nur eine Streckung. An dieser Stelle benötigen 
wir also, daß die "Vergleichskrümmung" k-1 richtungsunab- 
hängig ist. Die Differenz der rechten Seiten verschwindet an 
der Stelle s, die Differenz der linken Seiten ist dort also 
nicht negativ, insgesamt erhalten wir: 
g'(s) < 0
Das ist natürlich nicht möglich, wenn 0<s «I. ist, denn 
es war g(0) ¿ 0  .Es gibt also keine Hallstelle « > 0  in I* 
und g ist in diesem Bereich strikt negativ, woraus dl« Be­
hauptung folgt.
212. Wir gewinnen aus dem vorstehenden Satz einen Vergleichs­
satz für Jacobifelder alt beliebigen Anfangswerten, indem wir das 
Jncobifeld zu einem Lagrange-Tensor erweitern:
Setz: Sei c: I— eine Geodätische ohne konjugierte Punkte,
I = [0,aJ. Sei J ein orthogonales Jacobifeld längs c mit 
Anfang3vrert J(0) ^ 0 . Die Funktion k s I— >K sei eine 
(differenzlerhwe) untere Krüsasungsachrnnke: R(t) > k(t)*1 • 
Sei j : I—*R eine Lösung der Gleichung
,j" + kj = O 
mit Anfnnstswerten
d(0) = llJ(0)i¡ , j'(0) => }J(0)¡¡ ’ .
Beh.: Es gibt ein Intervall [O.sJ C I , so daß gilt
< j(t) für 0 <t¿s , 
wofern nämlich s der Bedingung 
(§) D.(o) < (0).1 
(vgl. 131) genügt.
Bew.: Auf Nqc gibt es einen symmetrischen (j)-Tensor S mit fol­
genden Eigenschaften:
Dg(0) < S ¿ 31 1 Í0)• 1 , S-J(O) = J'(0) , 
wobei s der technischen Bedingung (§) genügen soll. Vir 
definieren den Jacobitensor Y durch die Anfangswerte 
Y(O) = 1 , T'(O) = S .
T ist ein Lagrange-Tensor, denn 0 := Y'Y- 1 ist symmetrisch, 
und modulo Parallelverschiebung gilt:
J(t) « Y(t)J(0) .
Außerde» ist Y im Intervall [0,s] nirgends singulär. Denn
Y ist FluBtensor der Normalenkongruenz einer Hyperfläche H 
durch den Punkt c(0) mit Ajj(c(0)) » 5 > D¿(0) . Nach 
Sata 155 liegt H in einer Umgebung von c(0) nicht im Inneren 
des Balles Bg(c(e)) . Kein Punkt auf c([o,a]) ist daher 
Fokalpunkt von H und damit Singularität von Y (vgl.143).
Mit der Anfangsbedingung 
U(0) = S 6 3 *r 1 (o)-i 
sind alle Voraussetzungen von 211 erfüllt. Es gilt also:
0(t) -c 3 '3-1 (t) 1 fUr 0<t¿a .
Insbesondere erhalten wir wegen J' = UJ
«xF - <u lf7ir*OT> ^ 3 ’J_1
im intervall (o,a] . Anders ausgedrUckt:
(í j; - j)*< r r 1(Ui - 3) .
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Besäße diese Differenzfunktion d := fj,/ - j eine Null­
stelle tQ> 0 , so wäre dort d'(tQ) > 0 , aber wie in 211  
ist dies unmöglich, weil d(t) > 0 für kleine, positive t. 
Also ist d überall in (0,sj strikt positiv, und die 
Behauptung folgt. £J
213. Sei im Folgenden c : R-»M eine Geodätische, und die 
Schnittkrümmung sei längs c durch eine Konstante beschränkt, genauer: 
R(t)> k-1 = - r2-1 für alle teR 
mit einer positiven Konstante r. Kit diesem konstanten k ist für 
alle s e’R und alle positiven t ^ 8 die Funktion 
fs(t):= r- coth(r(t-s)) 
eine Lösung der Differentialgleichung 
(5') f  + f2 + k = 0
nämlich die Lösung, die zu den an der Stelle s verschwindenden
Jacobifeldern im Stand&rtraum konstanter negativer Krümmung k =
2
- r gehört.
Lemma: (E3ERLEIN, [6j) Sei U(t) für t>0 eine symmetrische 
Lösung der Riccatigleichung 
(5) U' + U2 + R = 0 
längs c. Bann gilt für alle t> 0  :
- r - 1 4  U(t) r coth(rt) 1
Bew.: Sei U ■ T'Y- 1  für einen Lagrange-Tensor ¥ längs c. So ein
1 existiert sicherlich; z.B. setzen wir X(0) * 1 . X’(0) 
«0(0) . Wäre nun für irgend «in tQ> 0 und ein x « Ht c 
<0(to)x,x>< -r 
so könnten wir ein genügend gro-
♦T •
ßes s > tQ finden mit
<0(to)x,^ <  f„(t0) S 
nach 211 läge <Jj(tQ)x,x^ unter
dem absteigenden Zweig der Funktion fg, die bei s eine Pol- 
steile hat. Darm hätte <Ux,x> im Intervall (0,sj eine 
Polstelle, was nicht möglich ist. So ist die erste Unglei­
chung bewiesen. Die zweite folgt, well es zu jedem tQ> 0 
ein s e(0,to) gibt, so daß
<Ci(t)x,^ v ffl(t) für alle t>tQ , x«Ntc .
Also
<U(t)x,x> * inf f0(t) = fQ(t) .
Folgerung: Sei c : (a,*o)— * M Geodätische. Für Jeden nirgends 
singulären Lagrange-Tensor X längs c gilt dann 
Jy'(t)xjj * r-coth(r(t-s))-]|l(t)x/| 
für alle x e SQc und s i a , t > s .
Ist insbesondere a = -« , d.h. Y nirgends singulär auf 
c : K —  M , so gilt für alle x « HQc :
}l'(t)xj)< r-|r(t)x| für alle t«R.
Bew.: Wegen
!|rxf  ^iY'Y_1J-|Yx| 
folgen die Behauptungen aus der oberen und unteren Abschät­
zung des Lemmas, denn im Bereich t>s Ist fg(t) > r und 
konvergiert gegen r, wenn s gegen ~eo strebt.
214. Jetzt können wir den Satz von SREEH über das Wachstum der 
ia lullpunkt verschwindenden Jacobifelder beweisen. Solche Jacooi- 
felder werden durch den Lagrange-Tensor A alt den Anfangswerten 
A(0) = 0 , A’(0) « 1 
beschrieben. Ihr Wachstum wird daher durch fA- 1 | - 1  nach unten 
abgeschätzt: Ist J ein Jacobifeld längs einer Geodätischen c mit 
J(0) * 0 , so gilt für alle t«R :
¡J{t){ * |A(t)"1ü*1. Jj(0)|
(vgl. Anhang;.
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Satz: ( [10], f6.|) Zu jeder Geodätischen c : (-£,») — M ohne 
konjugierte Punkte gibt es eine monoton wachsende, unbe­
schränkte Punktion b : [of*) — *• [0,°®/ ml*
|A(t) “ 1| " 1 i b(t) für U O  .
Bew.: Zur Abschätzung der Unternorm von A können wir auf .folgende 
Fakten zurUckgreifen:
1. Die Abschätzung 213 für symmetrische Lösungen der Riccati- 
Gleichung, z.B. für A'A- 1  und für D'D- 1  .
2. Die Norm des symmetrischen, positiv definiten Tensors
mO
X = DA- 1 , X(t) = j(A*A)-1 (u)du fällt monoton gegen 0 
(vgl. 1 3 2).
3. Zwischen A und D besteht die Relation W(A,D) » Const., d.h.
A'*D - A*D> = 1 , oder 
A-1<A'* - D'D- 1  = A“1*D~1 = A“1<I~1A“1 
Die linke Seite dieser letzten Beziehung können vir mit 1. 
abschätzen, auf der rechten Seite liefert 2. eine Abschätzung 
für X" 1 , und so gelangen wir zu einer Abschätzung für A-^. 
Linke Seite: Für alle y « N0c , ' |y| - 1
¡<((A'A~1)* " D*D"1 )y,y>| * |<A'A~1y . $  + ¡<5)*D*1y.y>i
£ 4 r
im Bereich (t,®o), wenn wir dort die Funktion f0 durch die 
obere Schranke 2 r ersetzen: T « (arcoth(2))/r .
Rechte Seite:
J<A“1' X - V 1y,y>! - <X-1A“1y,A-1y> > \^ " 1|A“1y| 2 . 
denn |x| “1 ist der kleinste Eigenwert von X- 1  (vgl. Anhang). 
Folglich
| A-1y I/2 £ 4r jjx| für alle y e Nqc alt |y/ * 1 .
also
|a~1j * (4r$X| ) 1 / 2 .
Definieren wir also
- 4o -
b(t) := (4rjiX(t);, für alle t^T
und wählen eine stetige, monotone Fortsetzung
0 *b(t)rf jA(t)—1 { ~ 1 für 0*t^T , 
so erfüllt die in dieser Weise definierte Funktion b :
[o,o») — * j j o d i e  Behauptung des Satzes. £7
2.2 Mannigfaltigkeiten ohne konjugierte Punkte
221. Voraussetzung der letzten Sätze war immer, daß die betrach­
tete Geodätische frei von konjugierten Punkten war. Wollen wir glo­
bale Resultate gewinnen, so müssen wir diese Forderung an alle Geo­
dätischen einer Mannigfaltigkeit stellen.
Bef.: Wir sagen von einer Mannigfaltigkeit M, daß sie ohne konju­
gierte Punkte ist, wenn M zusammenhängend und vollständig 
ist und auf keiner Geodätischen c: R —»M konjugierte Punk­
te Vorkommen. (Abkürzung: M ist OK.)
Für eine solche Mannigfaltigkeit M ist jede Exponentialabbildune 
expp: TpM — M , peM , eine Überlagerungsabbildung. (Vgl. [1?J,
S. 2o1) Die universelle Überlagerung von M11*1 ist also diffeomorph 
zum Rn+1, und alle Geodätischen sind dort Kürzeste. M ist ein K(w, 1)- 
Raum, und die Fundamental gruppe G = 1*’ = operiert als eigent­
lich diskontinuierliche Isometrieengruppe auf der universellen 
Überlagerung ft mit ft/G = M . Wir werden daher häufig "M einfach 
zusammenhängend" ("ec”) voraussetzen. Die Verhältnisse auf einer 
beliebigen OK-Mannigfaltigkeit ergeben sich dann in trivialer Welse 
durch Betrachtung der universellen Überlagerung und Rückprojektion. 
Nicht einfach zusammenhängende, z.B. kompakte OK-Kannlefaltigkeiten 
enthalten aber noch zusätzliche Struktur, well auf ihrer univer­
sellen Überlagerung die Fundamentalgruppe als nichttriviale Iso­
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metrieengruppe wirkt. Davon werden wir in Kapitel 4 und 5 Gebrauch 
machen.
222. Bas Ergebnis von § 2.1 möchten wir in einem Begriff zusam- 
menfassen können:
De f.; Eine Mannigfaltigkeit M heiße infinitesimal divergent (ID), 
wenn sie zusammenhängend und vollständig ist und es eine im
2. Argument stetige und (streng) monoton gegen «o wachsende 
Funktion b : SM < [o,*) — ► ¡0,<») gibt mit 
b(v,t) ^ ¡^(t) - ^ - 1 
für alle v € SM , t 0 .
Insbesondere ist jede ID-Mannigfaltlgkeit OK, denn ein Jacobifeld 
J ji 0 mit J(0) = 0 längs einer Geodätischen cY wächst in folgender 
Weise:
fl J(t)f i b(v,t)-gj'(0)f > 0 für t > 0 .
In 214 haben wir nun den folgenden Satz bewiesen:
Theorem 5 Sei M eine Mannigfaltigkeit alt beschränkter Schnitt-
2
krümmung: K > - r für ein r > 0 .
Beh.: M ist genau dann infinitesimal divergent, wenn M
ohne konjugierte Punkte ist. n
Weitere Beispiele für IC-Mannigfaltigkeiten sind die Mannigfaltig­
keiten mit nichtpositiver Schni ttkrünmung, denn dort gilt nach dem 
Rauch'schen Vergleichssatz:
|Av(t)-1|j”1ä t für alle v f SM, t«R 
(▼gl. [12], S. 178).
2?3. Wir wollen in den folgenden Abschnitten diese Eigenschaft 
untersuchen und insbesondere die Frage stellen, wann wir aus der 
infinitesimalen Divergenz eine globale Bedingung für das Verhalten 
▼on Geodätischen herleiten können, die folgendermaßen lauten müßte:
Def.: Sei M eine einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeit ohne 
konjugierte Punkte. M hat die Eigenschaft der uniformen 
Divergenz (UD). wenn folgendes gilt: Für jede divergente 
Punktfolge in M 1111(1 jeden geodätischen Strahl
c : (o,®) — , von dem die Punkte beschränkten Abstand 
haben für alle i£tf gilt: Die geodätischen Strecken c^  
von c(O) nach konvergieren gegen c.
Kennen wir einen geodätischen Strahl cy: [o,a>)— Grenzatrahl 
der divergenten Punktfolge (p^ ), wenn der Anfangsvektor v Häufungs­
punkt der Vektoren cj(0) in i®** 80 können wir die 
Bedingung der uniformen Divergenz auch so formulieren: Ist c ein 
Ton p ausgehender geodätischer Strahl, der beschränkten Abstand 
von einer divergenten Punktfolge (p^ ) besitzt, so ist c der ein­
zige Grenzstrahl von (p^), der den Punkt p trifft. Insbesondere 
können zwei von einem Punkt p ausgehenden geodätischen Strahlen 
■lt verschiedener Anfangsrichtung niemals beschränkten Abstand 
voneinander haben. Die Eigenschaft UD können wir unter einer stär­
keren Voraussetzung als ID beweisen:
Satz: (O’SUIiLIVAN) Sei M eine vollständige, zusammenhängende und 
einfach zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Beh.: Wenn es für Jede kompakte Teilmenge K von SM eine 
monoton wachsende, stetige, unbeschränkte Punktion a :
[o,»)— *■ [o^ «) gibt mit
a(t) <i für alle v e K ,  t *0 ,
dann gilt auf M die uniforme Divergenz.
Wir beweisen sogar etwas Stärkeres: Selen (p^) und (q^ J 
divergente Punktfolgen in M von beschränktem Abstand 
d(p^,q^) < d für alle itl , 
d eine positive Konstante. Sei p«M und b^ und c^ die
- 43 -
geodätischen Strecken von p nnch una q^. Wir wollen zeigen:
> der Winkel zwischen und ci, strebt gegen 0 für i-*«*.
Sei
k = ((v,t) h-* expptv): SpM x (0,«>) — -► M 
die Kongruenz, deren Flußtensorfeld A^ ist (vgl. 143). Unter 
der kanonischen Identifizierung von TyTpM und T^M wird 
f = id und k^(v) = Ayit) bis auf ParallelVersohiebung.
Sei e^(u) die geodätische Strecke von p^ nach q^; unter 
der Xongruenzabbildung läßt sich ln Komponenten zerlegen: 
a^u) = kCv^u) .t^u)) .
Wir wählen einen neuen Parameter s = s(u) so, daß die Kur­
ve v^isj auf SpM dann nach der Bogenlänge parametrisiert
ist. Sei 1, die Länge der Kurve v., auf S_M, 1,* . Dann ist
l 'lt. i P 1 i
d à Liaj) = flk^(jg)(vi(8),-ti(B))Üda
• K c ^ ï* * -
o x
Weil alle v^(s) in dem kompakten Bereich S^M von SM liegen, 
können wir die A^ uniform durch eine Funktion a wie in
der Voraussetzung beschrieben nach unten abschätsen. Sie t^(s) 
schätzen wir durch den Abstand t^ := d(p,a^) nach unten ab, 
und wegen^der Monotonie von a(t) gilt weiterhin
d i  / | V ( . ) < V S^  h  V a>Id8 > »(*!>• * *(ti>-«i •
o 1
denn der Tangentialvektor von Vj(s) hat nach Wahl des Para­
meters s die Länge 1 . Ca nun dl« beiden Folgen (p^ ) und (q^ ) 
divergieren und beschränkten Abstand voneinander haben, di­
vergiert auch die Folge ( t^ ) der Entfernungen von p sur Ver­
bindungsstrecke a^, und wegen der vorausgesetzten Wachstuas- 
eigensch&ft von a strebt
*t* srqr
für große i gegen Kuli. Z
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2?4. Die Voraussetzung von Satz ?23 leann bewiesen werden, wenn
wir die Stetigkeit in v der Asymptotischen Lösung Dy sichern können:
Lemma: M sei eine Mannigfaltigkeit ohne konjugierte Punkte mit be­
schränkter Schnittkrümmung. Die Asymptotische Lösung Dy längs 
der Geodätischen cy hänge stetig von v ab, 4h. v t—>D^ .(0) 
sei ein stetiges Feld von (j)-Tensoren im Bündel i/’TM .
Beh.: Dann gibt es für jede kompakte Teilmenge K von SK 
eine monotone, unbeschränkte Funktion a : ¿0,“)— * L0»**) > 
so daß
| Av(t)- 1 | _1 \ a(t) für alle v cK , t>0 .
Bew.: Mit Dy ist auch Xy = A^1Dy stetig in v und damit ist 
b(v,t) = (4r||xy(t ) l l ) ' 1/2  
stetig im Bereich SM * [T,=») , wo T = arcoth(2)/r wie in
2
214, -r die untere Krümmungsschranke. Sei 
S := min£b(v,T) [ve S.J 
für eine kompakte Teilmenge K von SM. Wegen der Monotonie 
in t ist by(t) := b(v,t) für jedes veK im Bereich t->T 
umkehrbar und nimmt jeden Wert s>S an. Wir erhalten also 
eine stetige Punktion t : Kv [S,«») — *• [T,«») , definiert durch 
t(v,s) := by1 (s) für alle vsK , säS .
Setzen wir
t(s) := max jt(v,s)|v e kJ , 
dann gilt by(t(s)) i s für alle v«K . Damit ist 
a(t) := minjb(v,t) ¡vef K.J für t > 0  
monoton und stetig, nimmt beliebig große Werte an und bildet 
eine untere Schranke für j| Ay( . t , v e K . a
Satz: M sei eine einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeit mit 
beschränkter Schnittkrümmung. Die Asymptotische Lösung Dy 
Bei stetig ln v. Sann erfüllt M die uniforme Divergenz. CT
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Leider scheint die OK-BedinKunfr nichi i’.ie Stetigkeit von Dv in v 
zu implizieren. Hinreichende Bedingungen dafür wären die uniforme 
•Konvergenz der D0V gegen Dy ln einem kompakten v-Bereich K oder 
die Existenz einer ln [t ,00) , t > 0 , integrierbaren oberen Schranke 
für die positiv definiten Tensoren (A^Av)_1 (u) , v« I . Es besteht 
jedoch kein Anlaß aametmen, daß eine von beiden Bedingungen im 
Allgemeinen erfüllt sein sollte, obwohl noch keine Gegenbeispiele 
vorliegen.
2.3 Volumen weit entfernter Hyperflächen
231. Auf 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten ohne konjugierte 
Punkte sind wir in einer weit günstigeren Situation. Dort können 
wir tatsächlich OS aus IS schließen. Dieser Satz ist ein Korollar 
der allgemeinen Tatsache, dafi unter der Voraussetzung ID das Volumen 
von Hyperflächen, die in einen Kegel eingespannt sind, weit v«g 
vom Scheitelpunkt des Kegels groß wird.
Dazu zunächst eine Vorbemerkung: Sei En+1 eia euklidischer 
Vektorraum, i : F C_*E eine Hypereben« durch den Dr sprang. Sie 
Volumenform von F sei dF. G bezeichne einen weiteren n-dimensionalen 
Unterraum von E, der mit F den Winkel ot elnschlieSe, und 7  sei 
die zu G orthonormale n-?orm auf E, d.h. für jede Orthonormalbasia
gilt: ■>j(e1 ,...#jL...,en+1) « ^ifn+i •
Für die beiden n-Forraen dF und i ^  auf F gilt dann: 
ji*^ | » |cos#c - dF| * jdFj .
Es sei die Basis von G nämlich so gewählt, daß e1,...,en_1 # G n F  .
Sei e^« F ein weiterer Einheitsvektor orthogonal za «j,...,« .
Dann iBt
1*7 (#1,....e^.ei) « ^ (e,....e ^  , ■'
| = cos*
* cos t* .
\
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Weil dP(e^,... ,e^ ) = 1, ist cos#' gerade der Quotient der beiden 
Formen auf F.
252. Sei jetzt Mn+1 wieder eine einfach zusammenhängende ID- 
Mannigfaltigkeit. Ein Punkt pcM werde fest gewählt. Wir führen 
auf M Polarkoordinaten mit p als Ursprung ein:
h = (hr h2): Hn{p] -*SpM*(0,«) , 
definiert als Umkehrfunktion h = k~^  der schon in 223 benutzten 
Kongruenz k(v,t) = exp^ty . Zu einem festen Vektor viS^M und 
einem Öffnungswinkel € betrachten wir die Kugelkappe 
K = K(v,e) » {»£ Spfi( ¿ ( v . w ) ^  
und den zugehörigen Kegel k(Kx(0,*>)).
Def.: Ein System von Hyperflächen in M nennen wir kegel­
förmig, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:
(i) h1J p ist Diffeomorphismua für alle t . 
t
(11) h.j (F^ ) ■ K , K die oben definierte Kugelkappe 
(ili) t für alle t.
Ein Beispiel für ein kegelförmiges Hyperflächensystem sind die 
Riemannschen Kugelkappen: = k(K* £tj) für alle t>0 .
Theorem * Sei M eine einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeit mit 
infinitesimaler Divergenz.
Beh.: Die Volumina von Jedem kegelförmigen Hyperflächen­
system )t>0 divergieren, d.h.
Vol F^— für t~*<>o ,
Bew.; wir untersuchen zunächst die Volumenfora dFt von Ft. Sei 
cj die Volumenform von M und ^ := tyo  , wo V = k¥(j^ ) ; 
y ist die durch ^(x1 ... x,^  := ¿jCV.x-, ,... .x,^  definier­
te n-tform auf M \ jpj . Sie ist in dem in 231 präzisierten 
Sinne orthogonal zu k#(TSpM) , daher gilt 
|dFtM i * 2 l
- 47 -
mit der Inklusion i : FtC_»K . V/enen der Kereliormiriceit,
Bedingungen (i) und (ii), ist f^ := (h-ilp )
t
ein Diffeomorphismus. Mit Hilfe dieser Diffeomorphismen 
können wir alle dF^ auf K zurückholen und dort miteinander 
vergleichen. Wir haben dort die Abschätzung .
Definieren wir eine Funktion t(w) durch 
ft(w) =: k(w,t(w)) , 
eo läßt sich das Differential von ft folgendermaßen beschreiben: 
ft<(w)x = kt(w^(w)x + (t*(w)x>V 
für alle x e y  . Wenden wir ^ auf Vektoren dieser Art an, 
so spielt der 2. Summand in V-Richtung wegen keine
Rolle, also ist
f£^(w) = ktW(w)7 (w) .
Wir können Bild kt w^ ^(w) = Nt w^ c^w mit NQcw via Parallel­
verschiebung identifizieren, und der letztere Raum ist kano­
nisch-isomorph zu = TwSpM . Nach 143 erhalten wir dann: 
lkt(w$(w)i = lAw(t(w})*ds| = |det Aw(t(w))-dS|
> a(w,t(w))n-|dS| 
wpbei a(w,t) := jAw(-t) —1 . Das letzte gilt, weil das 
Bild des Einheit8balle8 unter der Abbildung Aw(t) einen 
Ball vom Kadius a(w,t; enthält. Die durch Aw(t) erfahrene 
Volumenänderung muß größer sein ale der Quotient der Volu­
mina der beiden Bälle. Insgesamt haben wir also die Abschätzung: 
Jf£d?t(w)}* a(w,t(w))n-jdS(w)| für alle ve l  .
Jetzt können wir das Volumen von Ft abschätzen:
VOI Ft = f dFt . Jt* dFt * /a(w,t(w))n. dS(w) .
Ft K K
Annahme: Es gibt eine Folge t^— und eine Konstante 0 mit
Vol F+ ^ C für alle l e n .  
xi
Setze dann C' := <2C)1/n (y0l K)-Vi* und betracht« die
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Kengen
:= [wcK ( a(w,t^(w)) -c C• J ,
S1 := Tj * (w € K l^3>i < c'j •
Dabei ist die Funktion t^  analog wie oben implizit definiert:
f. (w) =: k(w,t4(w)) für alle w*K .
3 3
Zwei Fälle sind möglich oder besser unmöglich, wie wir gleich
sehen werden:
Fall 1: n  S, ^ 0 . 
ieK 1
Dann gibt es also ein w c K so, daß
^i»K ^J>i <■ c' ■
Nach Bedingung (iii) ist t^ (w) i t^  , also bildet (t^ (w)),-igJ
eine divergente Folge, und a(w,t^(w)) kann wegen der Voraus­
setzung ID nicht beschränkt bleiben. Widerspruch!
Fall 2: D  S, = 0 . 
i«H 1
Da die Funktion wt-*a(w,t^(w)) stetig, also meßbar ist für
alle jcN , sind die Kengen und damit die S^ meßbar, und
wegen Q  SA » 0 und C 5J,_1 strebt das Lebesgue-Maß
y«(S^ ) fUr große i gegen 0. Die Komplemente sehen so aus:
K vSj = (w CK | Vj >A a(w,tj(w)) > C'^ .
Damit erhalten wir die folgende Volumenabschätzung für alle i:
Vol F* i / a(w,t,(w))n dS(w) 
xl K
> f a(wtt,(w))n dS(w)
> 2C(Vol K)”1-yn(KNSi) '
= 2C-(1 -gfjl) ^  2C ,
womit Vol F+ für genügend große 1 doch größer als C ’-'äre, 
xl
im Widerspruch zur Annahme!
233. Für den 2-dimensionalen Spezialfall ergibt sich die uniforme 
BtY«rg*n* als Korollar, wie schon inseicündigt:
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Kor.: Sei K eine 2-dimensionr.Ie Kniifli«l'ni tirk.’it mit infinitesi­
maler Divergenz. Dann erfüllt M die uniforme Divergenz.
Bew.: Sei eine divergente Punktfolge in M. Der geodätische
Strahl c: [o,“>) — » M mit Anfangspunkt p^M' habe Abstand 
d(c,p^)< C' von allen p^. Sei g: fo,'») — *■ M ein von p aus­
gehender Grenzstrahl der .Folge (p^) .
Annahme: Es gibt ein c > 0, so daß (c’(0),g'(0)) > £ .
OBdA (Übergang zu einer Teilfolge) liegen alle c^ in einem 
Kegel ua g mit Öffnungswinkel er/3 . Sei b ein weiterer geo­
dätischer Strahl von p, der zwischen c und g liegt und dessen 
Anfangsvektor b'(0)cSpM von c'(0) den Winkelabstand c/3 
hat. Die Verbindungsstücken von p^  nach c haben alle eine 
durch C beschränkte Länge und werden von b geschnitten. Die 
zwischen b und c liegenden Teilabschnitte d£ von d^ haben 
erst recht beschränkte Länge, bilden aber andererseits ein 
kegelförmiges Hyperflächensystem in M mit Kugelkappe K = 




3. Kannigfaltigkelten beschränkter Asymptote
3.1 Wachstum der Jacobifelder
311. Wir wollen in diesem Kapitel eine große Klasse von OK-Mermig- 
faltigkeiten untersuchen, bei denen die in 2.2 besprochenen Schwierig­
keiten behoben sind.
Def.: Bin« Mannigfaltigkeit M ist von beschränkter Asymptote (BA), 
wenn folgendes gilt:
(1) M ist OK
(ii) Es gibt eine Konstante C>0 so, daß alle Asymptotischen 
Lösungen durch C beschränkt sind:
|Dy(t)JiC für alle v 6 SM , t»0 .
Die wichtigsten Beispiele für BA-Mannigfaltigkeiten sind einerseits 
die Mannigfaltigkeiten ohne Fokalpunkte, insbesondere also alle Man­
nigfaltigkeiten niohtpositiver Krümmung, andererseits hyperbolische 
Mannigfaltigkeiten. Von diesen Spezialfällen werden die Kapitel 4 
und 5 handeln. GULilVER ( 5J} hat hyperbolische Mannigfaltigkeiten 
mit Fokalpunkten konstruiert, andererseits sind z.B. flache Mannig­
faltigkeiten nicht hyperbolisch; die Klasse der BA-Mannigfaltigkeiten 
ist also echt größer als jede der beiden Spesialfall-Klassen.
312. Die grundlegende Eigenschaft der BA-Mannigfaltigkeiten wird
durch den folgenden Sats gegeben: die uniforme Konvergen* der D__.8»
Satg; Sei M eine BA-Hannigfaltigkeit mit Schranke C.
Beh.: Die Anfangswerte der Dsy konvergieren uniform in v e SM 
gegen die Anfangswerte der Asymptotischen Lösung in folgender 
Weise:
|d^ (0) - D^ t(0)| i §- für alle v <f SM , s>0 .
Sew.: In Kor. 132 haben wir bewiesen, daß die nbzuschätzende Difie- 
renz gerade durch den Tensor Xv(s) = /(A*AV^ 1(u)du gegeben 
wird. Nun wissen wir leider über vorläufig gar nichts.
Aber X war ja nach dem allgemeinen Verfahren 122 als Quotient 
zweier Jacobitensoren bestimmt worden: X = A ^D . Da A und D 
beide Lagrange-Tensorfelder sind, können wir nach dem gleichen 
Verfahren den inversen Tensor X- 1  = D~1A bestimmen und 
erhalten durch Nachrechnen der Anfangsbedingungen von A = X 1D : 
(Alle Tensoren hängen von v 6 SM ab!)
X“1 (s) = /(D*D)_1 (u)du . 
o
Diese Gleichung werten wir für den kleinsten Eigenwert der 
symmetrischen Tensoren rechts und links aus: (vgl. Anhang)
||X(s)S' 1 = ¡¡[/(D'D)-1 (u)du]-1J - 1
> /¡(D*D)(u)f "1du
- j W 8 *«o
± C~2- 8
und die letzte Ungleichung gilt unabhängig von v. Wir erhalten 
somit für alle v e SM :
|d;(0) - D^(0)| = ¡X(s)| i .
313. I3t Yy(t) ein Jacobitensorfeld, ve’SK , so läßt sich für 
jedes teR das Paar (Yv(t),Y^(t)) als Abbildung 
Yy(t) : (r*’TM)^v---» T ^ VSM
auffassen unter Ausnutzung der horizontalen und vertikalen Aufspaltung 
von T’SM (vgl. 111). Nach 121 gilt mit den dortigen Bezeichnungen: 
Y(0) = fY : ir*'TM — ► T 'SM ,
Wenn von Stetigkeit oder Konvergenz von Jacobitensoren die Rede ist, 
sind die entsprechenden Eigenschaften bei diesen Eündelhomomorphismen 
gemeint. In diesem Sinne sind die folgenden Aussagen zu verstehen.
i
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Lemjia: sei eine vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei 
S das Infimum aller Abstände von zueinander konjugierten 
Punkten auf M.
Beh.: £^(10 ist C”-differenzierbar in ve SM für alle 
s e [0,S) , t e R .
Bew.; Es bezeichne P^.: it^ ’TK — für alle t«R die ver­
allgemeinerte Parallelverschiebung: Ein Vektorpaar (v,x) , 
v € SM , x_Lv , wird längs der Geodätischen cv um das Stück 
t parallelverschoben. Damit definieren wir die Abbildung Ft:






Das ist ein Bündelhomomorphismus, der den Wert eines Jacobi- 
feldes mit gegebenen Anfangswerten zur Zeit t beschreibt.
Die zur Zeit s verschwindenden Jäcobifelder werden durch 
ker F gegeben. Solange im Intervall [o,a] keine konjugier­
ten Punkte vorkoiranen, schneidet dieses C**-Unterbündel der 
Faserdimension n das Vertikale Bündel V "1 transversal.
Hach dem impliziten Funktionentheorem ist somit ker Fs 
Graph einer C"-Abbildung f : tj^ ’TM = “H' .— * y' , die wieder 
ein Bündelhomomorphismus sein muß. f gibt den Vertikalanteil 
der bei s verschwindenden Jäcobifelder am Anfang an, also 
gilt D^v(0) ” di® Anfangswerte von Dgy hängen somit
C--differenzierbar von re SM ab, solange s < S . £j
314. Als Korollar von 312 erhalten wir Jetzt:
i M sei eine Mannigfaltigkeit beschränkter Asymptote. Dann kon­
vergieren die Tensoren D^Ct) gleichmäßig in' v e £ gegen
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die Asymptotische Lösung Dy(t) für jede 'Kompakte Teilmenge 
K von SH. Dy ist stetig in v überall auf SM .
Bew.: Die Anfangswerte D^(0) konvergieren gleichmäßig gegen D’(0) , 
und ist eine (¡““-Abbildung; insbesondere ist sie stetig
vom Fußpunktvektor ve SM abhängig, in einem kompakten v- 
Bereich K daher sogar «rleichmäQig stetig. Somit konvergieren 
D (t) = <b+ »D„(0) gleichmäßig in K gegen D(t) , und die“8 l* —'S *
Abbildung vf-*-Dv(t) ist stetig für alle v e SM , tcB .D 
Theorem 5 Sei M eine Mannigfaltigkeit beschränkter Asymptote mit
n
Schnittkrümmung K > -r . Dann haben die im Nullpunkt ver­
schwindenden Jacobifelder mindestens Quadratwurzel-Wachstum:
> c-’iter’/i.t'/s
für alle v e SM und alle tiT , wo C die Schranke von D ist. 
Ist M zusätzlich einfach zusammenhängend, so ist die uniforme 
Divergenz erfüllt.
Bew.: In 214 wurde bewiesen, daß
l v * r 1!-1 *  ukfxv( t r 1/2 fur täkT *
In 312 konnten wir zeigen, daß
¡Xv(t)| < C2/t für alle vcSM und t > 0 .
Die Kombination beider Aussagen ergibt die erste Behauptung.
Cie uniforme Divergenz ira einfach zusammenhängenden Fall 
folgt nach 223. Q
3.2 Unendliche Konvergenz und Tooologle im Unendlichen
321. Eine weitere, von der uniformen Divergenz unabhängige Eigen­
schaft der Geodätischen auf BA-Kannigfaltigkeiten erlaubt es, topo­
logisch sinnvoll von unendlich fernen Punkten zu reden; die unend­
liche Konvergenz. wollen uns dazu zunächst überlegen, wie eine
Topologie ííb ünenalichen pussehen sollte. Wenn wir von einem hohen 
Turm in eine Ebene 3 blicken, so sehen wir rings um uns in Augen­
höhe den Horizont L(E). Wir projizieren nämlich jeden Punkt der 
Ebene zentral auf die offene untere Halbkugel unserer Seh­
kugel der Richtungen von unserem Standpunkt aus (besser geeignet 
wäre ein in Azinuth- und Horizontalrichtung drehbares Fernrohr); 
dabei erscheint ur.s der Horizont als Rand dieses Bildbereiches, also 
als der Äquator unserer Sehkugel. Jede Gerade der Ebene wird bei 
dieser Abbildung auf einen Großkreisbogen projiziert, und die Bil­
der paralleler Strahlen laufen alle auf denselben Punkt des Äquators 
zu. Wollen wir den Horizont L(E) also intrinsisch aus der Geometrie 
der Ebene E beschreiben, so müssen wir seine Punkte als Aquivalenz- 
klassen zueinander paralleler Strahlen definieren. Kit Hilfe der 
stereographischen Projektion erhält die so definierte Menge E := 
E u Ij(E) die Topologie der abgeschlossenen Kreisschreibe. Natürlich 
läßt sich die gleiche Konstruktion für jeden euklischen Raum En 
durchführen.
Die Präge ist nun, für welche nichtkompakten Riemannschen Mannig­
faltigkeiten wir eine ähnliche Konstruktion nachahmen können. Unend­
lich ferne Punkte ("Horizontpunkte") können wir stets folgender­
maßen definieren:
Def.: Sel M eine vollständige, zusammenhängende, nichtkompakte
Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Geodätische r : ¡0,«) —*K , 
die kürzeste Verbindung aller Punkte Ist, die auf ihr liegen, 
heißt Strahl. Die Menge der Strahlen in M heiße R. Zwei Stroh- 
len r,seR heißen vom gleichen Tvp (r-^s). wenn sie beschränk­
ten Abstand voneinander haben; V  ist eine Äquivalenzreiatior. 
auf R. Ein unendlich ferner (oder uneigentlicher) Punkt von K 
Ist eine Aquivalenzklasse von R. R/v , die Menge der unend­
lich fernen Punkte, heißt der Horizont von K. I(K)
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Wir möchten nun der Menge M 5= KuL(M) ein vernünftige Topologie
geben. Die natürlichste Idee ist wohl, die Exponentialabbilduiwren
exp : T M — *• M zu Hilfe zu nehmen. Wir hätten dann für jedes p^M 
P P
eine Fortsetzung expp : — > 8 zu konstruieren. Bas ist jedoch 
nur dann möglich, wenn alle von p ausgehenden Geodätischen Strahlen 
sind. Im Allgemeinen werden wir expp nur auf die Teilmenge TpM v Ip 
von TpM fortsetzen können, wobei Lpc L(TpM) als die Menge der 
Klassen von denjenigen Strahlen in TpM definiert wird, deren Bilder 
unter expp Strahlen in M sind. Schließlich sollten wir noch for­
dern, daß eine in M divergente Folge die durch ihre Grenzstrahlen 
definierten Horizontpunkte als Häufungspunkte in fi hat. Wir fassen 
diese Forderungen in drei Axiomen zusammen;
Bef.: Eine Topologie im Unendlichen von M (nichtkompakt, vollstän­
dig, zusammenhängend) ist eine Topologie auf R » M vI(M) , 
die folgende drei Axiome erfüllt:
(TU.j) Bie Topologie von R setzt die Topologie von M fort.
(TUj,) Für alle p«M ist expp: TpM «Lp— *R stetig.
(TU^) Eine divergente Funktfolge in M, die einen Grenzstrahl g 
besitzt, häuft eich in R bei dem durch g repräsentier­
ten Horizontpunkt.
Eine solche Topologie haben EBERLEIN und O'NEILL in [7] für einfach 
zusammenhängende Mannigfaltigkeiten von nichtpositiver Krümmung ein­
geführt.
322. Wir geben nun ein hinreichendes Kriterium dafür an, 
wann eine solche Topologie im Unendlichen existiert:
Bef.: Ein Grenzstrahl einer divergenten Punktfolge heiße echt, wenn 
er keinen anderen Grenzstrahl derselben Folge trifft.
Eine nlchtkompakte, vollständige, zusammenhängende Riemann­
sche Mannigfaltigkeit M besitzt die Eigenschaft der unend-
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liehen Konvergenz (UX), wenn es eine Funktion m: [o,»)—  
gibt mit folgender Eigenscnaft: Sind g und h zwei echte Grenz­
strahlen derselben divergenten Punktfolge in M mit Anfangs- 
abBtand d(g(0) ,h(0)) r , so gilt
<i(g(t),h(t)) <f m(r) für alle t » 0 .
Satz: Sei M eine nichtkompakte, vollständige, zusamaenhäogende Rie­
mannsche Mannigfaltigkeit mit unendlicher Konvergenz.
Beh.: Auf M gibt es eine eindeutig bestimmte Topologie im 
Unendlichen. R ist kompakt mit dieser Topologie. Alle Abbil­
dungen exp„: TpM u — » R sind surjektiv für p 6 M .
Bew.: Die Surjektivität von exp^ zeigen wir zuerst. Wenn wir 1^ 
mit den entsprechenden Strahlen durch den O-Punkt von TpM 
oder auch mit deren Anfangsvektoren identifizieren, so ist 
expp (s) := [exPp«sj « L(M) für Strahlen sel^ .
Ist QtL(M) und r«Q ein repräsentierender Strahl, so 
finden wir einen Strahl c «• Q mit Anfang p, indem wir p 
mit Punkten rit^ verbinden (t^—•<*>) und zum liaes einer 
Teilfolge dieser Strecken übergehen. Es gibt also ein s := 
expp_1(c) mit *xpp(s) = Q .
Wollen wir eine Topologie im Unendlichen definieren, 
dann ist der folgende Begriff von abgeschlossenen Mengen 
durch (TUj) und (TU^ ) erzwungen:
1. Eine Teilmenge A cL(M) ist genau dann abgeschlossen, 
wenn das volle Urbild exp^_1 (A) in Lp abgeschlossen ist.
2. Ein uneigentlicher Punkt Pst(M) ist Häufungspunkt 
einer in M divergenten Punktfolge genau dann, 
wenn ein Strahl r«P Grenzstrahl von (p^ ist.
Zu zeigen ist, daß diese Definitionen notwendig und verträg­
lich sind.
Zu 1: Nach (TUj) ist klar, daß es nicht mehr abgeschlossene
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Mengen in L(M) .eeben kann, als unter 1. anrefreben. Anderer­
seits muS es auch soviele geben, denn Lp ist abgeschlossen, 
also kompakt, und die Bilder abgeschlossener Teilmengen von 
Lp müssen somit abgeschlossen sein. Für die Verträglichkeit 
ist zu zeigen, daß die Definition 1. nicht vom Punkt p ab­
hängig ist. Sei also expp -1(A) abgeschlossen, dann soll 
auch expq ~ (A) abgeschlossen sein für alle q e M . Wir 
wählen dazu eine Folge (v^ ) in exp^ ”1(A), die gegen ein
vg l  konvergiere; zu zeigen ist, daß auch v im Urbild liegt.
Q
V.'egen der Kompaktheit von expp -1(A) gibt es dort eine 
konvergente Folge w j ~ 8 0 1 ^aß die zugehörigen Strah­
len in M gilt:
c ~  c für eine Teilfolge v, ;
3 3 i
oBdA sei i.j = j . Veil also die cv von den cv einen durch 
m(d(p,q>) beschränkten Abstand haben für alle 3 « *8t das­
selbe auch für die Limites cw und cT richtig. cw reprä­
sentiert aber einen Punkt P«A , also c ; P c A  undv
v e expq ~1(A) .
Zu 2 ist zu zeigen, daS es einen eindeutigen KonvergenzbegTiff 
gibt und expD Limites in Limites überführt. Ist also g ein 
echter Grenzstrahl einer divergenten Punktfolge ln M, so soll 
jecer andere Grenzstrahl vom gleichen Typ sein, und das ist 
gerade wegen der unendlichen Konvergenz richtig.
Damit sind nun abgeschlossene Teilmengen auf M wie folgt er­
klärt: Eine Menge ACFl ist genau dann abgeschlossen,wenn 
gilt: a) An M  ist abgeschlossen in M.
b) AnL(M) ist abgeschlossen in L(M).
c) A enthält alle seine Häufungspunkte im Unendlichen. 
Die dadurch definierte Topologie erfüllt alle TU-Bedingungen, 
und die Konstruktion ist eindeutig bestimmt. Da im Übrigen 
jede Folge in M oder in L(M) einen Häufungspunkt besitzt.
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ist K ait dieser Topologie kompakt: Entweder sie bleibt in 
einem kompakten Bereich von M, oder sie divergiert in M und 
besitzt nach 2. einen Häufungspunkt in L(M), oder sie be­
sitzt eine Teilfolge in L(M), aber 1(M) * expp (1^ ) ist 
kompakt.
323. Wir kehren nun zu den BA-Mannigfaltigkeiten zurück.
Theorea 6 Sei M eine einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeit 
beschränkter Asymptote.
Beh.; H erfüllt die unendliche Konvergenz und besitzt damit 
eine Topologie ia Unendlichen.
Bew.; Sei (0^)^^ eine divergente Punktfolge in M, g, h zwei von 
p und q aus gehende echte Grenzatrahlen von (o^ ). Zu zeigen 
ist die Existenz einer Funktion m mit
d(g(t),h(t)) < m(d) für alle tiO , 
wo d> d(p,q).
Selen gi und h^  die Strecken von nach p bzw. a. Kit a(u) 
bezeichnen wir die Strecke von p nach q und mit riu die 
Querverbindungen von nach a(u) ; (u,t) := riu(t) =: 
r^^(u) ist die zugehörige Variation von Geodätischen. Die 
Entfernung diaiuj.o^ sei s^u) . Schließlich sei
Bann gilt für CX't'tfs^ :» min^^^u^
d
Nun strebt d(a,o^) = si ^ f^ (u) P
Pakten Menge, also gilt für vorge-
für große i gegen , und die Vek­
toren v^(u) liegen in einer kom- o.i
gegebenes t' := s^u) - t una genügend großes i e N  unab­
hängig von u:
i V w -)“ '11 ‘  K
(vgl. 314), wo e die obere Schranke aller Dv(t) , v«SM ,
t > 0 . Damit gilt schließlich
A
d(gt(t),h.(t)) < / PC du = 2C-d
o
für alle t‘ft)^0 und hinreichend große i * M in Abhängigkeit 
von t‘. Da und bis auf Parametrisierung die Strahlen 
g und h approximieren, folgt die Behauptung für m(d) = 2C-d , 
bei genauerer Abschätzung der Dg für große i sogar
für m(d) = C>d . O
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3.3 Horosohären
'•s^l. Der Begriff der Horosphäre stammt aus der hyperbolischen 
Geometrie. In dem durch das Innere de? euklidischen Einheitsballes 
konform äquivalent beschriebenen Poincarè-Modell des hyperbolischen 
Raumes Kn werden die Horosphfiren durch diejenigen euklidischen 
Sphären p-egeben, die die begrensende Einheitssphftre berühren. (Vgl. 
etwa [3]. S.173 für das äquivalente Ralbebenennodell des H?.) 
Intrinsisch beschrieben ist für 
einen Strahl r: [o,°»)— ► H*1 die 
Einhüllende aller Sphären, die 
■durch den Punkt r(0) gehen und 
Mittelpunkt auf r haben, eine 
Horosphäre ¡1, und H ist die Horo­
sphäre rvller Strahlen, die auf 
H senkrecht stoben.
/ V/ir wollen «oittfln, daß derart intrinsisch definierte Horosphären 
für nlle Mannigfaltigkeiten besciiränkter Asymptote existieren.
Def.: Sei M eine nichtkompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit,
r: [0,») •— ► M ein Strahl in n. Wir nennen eir.en zweiten
Strahl s in M eine Asvmptote zu r. wenn s G-renzstrahl
einer Folge der Form (r(t^)) ist mit t^— »<*>. ist M
einf. zusammenhängend ohne konjugierte Punkte, so definieren
wir für Jedes v« SM den Horodisk E wie folgt:
B = U B (c (s)) , 
v s>0
wenn Bg(p) = fq « M j d(p,q) 4, s j den Ball mit Zentrum p und 
Radius s bezeicr.net. Die Horoschäre H ist der Rand des 
Horodisks:
= 3BV .
3 3 2 . "Asymptote" soll nicht suggerieren, daß der Abstand 
der beiden Strahlen voneinander beliebig klein wird, was schon im 
euklidischen Raum nicht der Fall ist, oder auch nur beschränkt 
bleibt. Es wird dadurch auch im allgemeinen keine Aquivalenzrelation 
erklärt; die Relation "Asymptote" ist i.a. nicht einmal symmetrisch. 
Asymptoten sind aber eng mit den Hcrosphären verknüpft, wie der 
folgende Satz zeigt.
Theorem 7 Sei M Mannigfaltigkeit ohne konjugierte Punkte und ein­
fach zusammenhängend. Dann gilt für alle Vektoren v e 31!
(i) ist C1-differenzierbare Hyperfläche.
(ii) mit v(t):= c^(t) ist die Parallelfläche zu 
im Abstand t für alle t e R .
(iii) Durch jeden Punkt p eK gibt es ger.au eine Asymptote 
zu cv . Ist peHy , so steht sie senkrecht auf Hy .
(vi) Es gibt eine homöomorphe Produktzerlegung
« Sf Hy x R
mit den Parallelflächen einerseits und den
Asymptoten zu cv andererseits als Fasern.
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Den Beweis dieses Satzes führen wir mit Hilfe zweier Lemmas:
Lemma 1 Fells o^ Hy und cw Asymptote zu cy durch o, so gilt:
^ ®v * / H*/
Bew.: Sei r t B . Zu jedem
¿- > 0 pibt es einen Punkt 3
auf c,. so, daß w
(a) \a,r\ * ;s,q| + §
wo |x,y: := d(x,y) die Ab­
standsfunktion bezeichnen 
soll. Die Wahl von s ist möglich, weil Horodisk ist. 
Ebenso können wir, weil Hy Horosphäre ist, weit draußen auf 
cy einen Punkt u finden, so daß gleichzeitig
(b) [u,q| 4. |u,p| + ^  und
(c) js.tj i ^
erfüllt sind, wobei t derjenige Punkt auf der Strecke uq 
ist, für den
(d) 11,q j = |s,qj .
Das ist möglich, da Strecken der Form qu die Asymptote ctf 
approximieren. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir: 
jr.uj i |r,s| + | s,t| + |t,u|
4 jq,8| + 2 ^ + |t,u| wepen (a) und (c),
•i |<i.t| + (t,u| + 2 ^ wegen (d),
- |q,ui + 2 j
■i |p,u| + & wegen (b) .
Üe^t also u nur genügend weit entfernt von p auf cy, so 
hat r beliebig kleinen Abstand von dem Bell B|U pj(u) , 
muß also in der Hülle aller BSlle dieser Fora, d.h. in By 
liegen.
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Lemma 2 Sei r = cw(t) für ein 0 und K := B...(r) derw |X {
offene Ball um r mit Radius |t|. Dann gilt:
K.-Bv = <D .
Bew.: Annahme: Es existiert xeK^.B . 
Es gibt also eine Zahl 0  0 so, 
daß
(a) |r ,x| = jr.qj - C .
Für ein positives Z C gibt es 




(b) ju.xj ^ |u,pj + f ,
denn i«B . Sei s auf dem Strahl von u durch'q der Punkt 
• V
hinter q, für den
(c) |s,q| = (r,q| .
Liegt u genügend weit draußen (und die Abschätzung (b) kann 
dabei nur besser werden), approximiert wieder die Strecke 
qu die Geodätische cw so gut, daß
(d) js,r| <■ |
weil •«£ (r,q,s) klein wird. Al6o gilt einerseits:
|s,u| i |s,r| + |r,x| + |x,u|
Andererseits aber wegen (c) und weil qeH,, :
|s,u|* I8,q| + (qtu|
> jr,q| + (p,u| , 
und das ist ein Widerspruch!
Bew. Theorem 7 : Nach Lemma 1 und 2 liegt Bw, erst recht Bg(cw(s)) 
für s >0 in fiirt<cO dagegen B|t|(cw(t)) außerhalb 
von By. Da die Ränder dieser Bälle sich in q berühren, d.h. 
gemeinsamen Tangentialraua haben, die Horosphäre Hy = ?By
4 % + |r,qj - C + |u,p| + £ mit (d),(a) und (b)
< |r,a| + |u,p|
aber ilazwisohenpeklernmt ist, ist ‘f in n C -diiferer.zierbar, 
und die Asymptote cw ist die (eindeutig bestimmte!) Geodäti­
sche durch q senkrecht zu Hy. Veil weiterhin für festes s«E 
die Differenz der Abstände |cw(s) ,cy(t)j - |cw(0),ev(t )j 
für t-*<» gegen s strebt, liegt cw(s) auf der Horosphäre 
und diese hat somit konstanten Abstand |sj von Hy.
Um schließlich zu zeigen, daß die Horosphären die ganze 
Mannigfaltigkeit überdecken, definieren wir die Busemann- 
funittion bv: M — ► R wie folgt:
bv(q) := lim ( |q,ov(t)| - |p,cv(t)| )
Weil die Differenz in der Klammer mit t monoton fällt und 
beschränkt ist, ist dieser Limes überall definiert und stetig. 
Die Niveauflächen by_1(s) sind gerade die Horosphären 
K^gj. Sie überdecken also ganz M und ebenso die von Punkten 
q e Hy ausgehenden Asymptoten zu cy (die wir jetzt einfach 
mit ca bezeichnen wollen), denn es sind die orthogonalen 
Trajektorien der Horosphären. Die Abbildung 
fv:= ((q,s) o (s)) : Hyx R — * M 
ist also bijektiv und homöomorph, liefert daher die gewünsch­
te Produktzerlegung. O
~33. Auf BA-Mannigfaltigkeiten können wir bessere Differenzier- 
barkeitseigenschaften beweisen. Dazu betrachten wir flir Jeden Vektor 
v e SH (M sei OK, ez) das Tangentialfeld Vg der auf den Punkt cy(s) 
zulaufenden Geodätischen; es gilt lg = - grad d(oy(s),.) (vgl. 152). 
und Vs ist auf Ms {cT(s)J definiert. AuBerdem bezeichne V das 
Tangentialfeld der Asymptoten von cy; nach Definition der Asymptoten 
gilt V = lim Vt . Kit diesen Bezeichnungen gilt der folgende Satz:
Satz: Sei M eine einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeit beschränk­
ter Asymptote. Dann gilt:
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Be w.:
(i) 7"r jeden Vektor ve SK konvergieren die zugehörigen 
Vektorfelder Vg(?) uniform in jeder konraakten Teil­
menge K von M, falls s—*<», gegen V(p) .
(ii) V ist C1 und V y .p )fzZ  ^ V(p) uniform für p«K .
(iii) Die Produlctzerlegung M = 1^* R ist C1-differenzier- 
bar für jeden Vektor v e SM .
p
(iv) Jede Horosphäre H ist C -differenzierbar mit II. Fun­
damentaltena or
AH(p) = - Ey(p)(0) für alle p<= H , 
wo v(p) der richtig orientierte Normalenvektor von H 
in p ist.
Zu (i): Wir wählen eine Zahl tQ * 0 so, daß - 
cv([t0,“>))nK = 0 
und der Abstand von cy(t) zu dem Kompakt um K für aile titQ 
größer ist als r > 0 . Sann gibt es für alle p e K und alle 
s >t0 ein t>r so, daß
V V p) - Di,va(P)(°)
(vgl. 142), denn Vg ist Flußvektorfeld der Normalenkongruenz 
der Sphären mit Zentrum cy(s) ; t ist der Abstand jp,cv(s)| . 
Hach 132 ist für s>tQ
Dr,Vs(p)(°) * ? V P >  < D'vg(p)<°> •
Da diese oberen und unteren Schranken stetig, auf K al30 be­
schränkt sind, sind die Ableitungen von Vg uniform beschränkt 
auf K und daher Vg gleichgradig stetig. Hach dem Satz von 
AZELA und ASCOLI konvergieren die Vg dann gleichmäßig in K 
gegen V.
Zu (ii): Hach 312 konvergieren die Tensoren D^y(0) gleich­
mäßig in v«SM gegen By{0) , falls t -»•» . Also strebt 
\7VB(p) = B^jV (pj(0) * := Jp,cv(t)| gegen D'y(p)(0) ,
trenn s-*• «o , und zwar gleichmäßig für alle p«I wegen (i). 
Somit hat v die stetige Ableitung 7^v(p) = D'y^pj(o) .
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Zu (iii) und (iv): Ist H = eine Horosphäre, so ist ins­
besondere das Einheitsnormalvektorfeld vjH C1-differenzier-
bar, also auch die Abbildung fy(p,t) = cy(p)^t  ^ » die
2
332 das Produkt definierte. Außerdem ist H eine C -Hyper­
fläche mit Ah = - VV nach 153 und 142. O
3.4 Pie stabile Blätterung
34-1. Bisher haben wir noch nicht davon geredet, wann die Relation 
"Asymptote" eine Äquivalenzrelation ist und wie verschiedenartige 
Horosphären zusammenpassen. Hat eine nichtkompakte Mannigfaltigkeit 
die Eigenschaft der unendlichen Konvergenz (UK), so sind asympto­
tische Strahlen vom gleichen Typ. Ist andererseits UD (Uniforme 
Divergenz) erfüllt, so können nicht zwei verschiedene Strahlen 
gleichen Typs vom selben Punkt ausgehen. Sind also beide Bedingungen 
UK und UD gesichert, wie etwa bei einer BA-Mannigfaltigkeit mit 
beschränkter oder nichtpositiver Schnlttkrümmung, so gibt es zu 
einem festen Strahl r von jedem Punkt p aus genau einen Strahl Tp 
vom gleichen Typ wie r. Weil es von p aus auch genau einen au r 
asymptotischen Strahl r gibt (332), dieser aber (UK!) auch von 
gleichen Typ wie r ist, muß rp = rp gelten, und die Begriffe 
"asymptotisch" und "vom gleichen Typ" fallen zusammen. Insbeson­
dere ist "asymptotisch" eine Äquivalenzrelation.
Ist nun zusätzlich noch die Eigenschaft BA erfüllt, so können 
wir die Äquivalenzklassen genau durch die Horosphären darstellen.
Ist nämlich Hy eine Horosphäre und ew eine Asymptote zu cy mit 
Anfnnrspunkt q e Hy , so haben Hy und gemeinsame Normalen, näm­
lich die Asymptoten zu cy. Nach 154 ist die Abstandsfunktion d(p) :
• = d(p,Hy) für p e Hy überall auf Hy stationär, also konstant 
gleich Null, da sie bei q den Wert 0 hat. Somit fallen Hy und 
zusammen. Wir haben folgendes Resultat erhalten:
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Theorem 8 Sei M einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeit beschränk­
ter Asymntote mit uniformer Divergenz.
Beh.: Zu jedem uneigentlichen Punkt P el(M) gibt es eine
1 II ?C -Blätterung J_L H+ von C -differenzierbaren Blättern FL. 
UR 1
Zwei Blätter H_ und H+ haben den konstanten AbstandS X
| 8 - t( voneinander.
Jedes Blatt Hg ist gleich der Horosphäre für alle nach P 
gerichteten Einheitsnormalvektoren v auf Hg .
Die orthogonalen Trajektorien der Hg sind genau die Geodäti­
schen in M mit Endpunkt P. Die Normalenkongruenz 
k = exp j : H0viR 
ist bijektiv. O
342. Eine Geodätische c = cy: R — »-M (M ez, BA, UD) durch­
schneidet bei c(O) zwei Horosphären: R^ und H_T , die sich dort 
berühren. Unter welchen Umständen können Hy und H_y weitere Punkte 
gemeinsam haben?
Theorem 9 Sei M einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeit beschränk­
ter Asymptote mit uniformer Divergenz.
Beh.: Für jeden Vektor v eSM gilt:
(i) Alle Schnittpunkte von Hy und H_v sind Berührpunkte.
(ii) V H _ v = BynB_v .
(iii) Hy'' H_v ist (wegweise) zusammenhängend.
(iv) Die Punkte von liegen auf Geodätischen mit 
beiderseits beschränktem Abstand von cy, und jede der­
artige Geodätische schneidet Hy« H .
Bew-: Zu (i): Nehmen wir an, es gäbe einen transversalen Schnitt­
punkt q zwischen Hy und H_y, so sind die Normalvektoren 
u und w von Hy und H_y nicht linear abhängig. cu ist Asymp­
tote von cv, cw Asymptote von e_v. Die Strecken q,cy(t) und
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o.cy(-t) approximieren die Str^hlnn cu und cw für große t 
beliebig genau, und die Differenzen jt - |q,cy(t)j j und 
(t - |q,cy(-t)| I werden beliebig klein. Da die Strecken aber 
einen von 180° wegbe schränkten Knickwinkel einschließen, 
läßt sich der Knick verkürzen, unabhängig von t, und cy kann 
somit für genügend große t nicht kürzeste Verbindung von 
cy(t) nach cy(-t) sein; Widerspruch!
Zu (ii): Aus dem gleichen Grunde können die Horodisks By 
und B „ keine inneren Punkte gemeinsam haben: Ein solcher—V
Punkt hätte nämlich für genügend großes t einen Abstand klei­
ner als t zu cy(t) und c_y(t), und wieder könnte cy nicht 
Kürzeste sein.
Zu (iii): Annahme: Es gibt einen weiteren Berührungspunkt 
qc f^n H_y , der in einer anderen Zusammenhangskomponente von 
Hy« H_y liegt als p = cy(0) .
Wir betrachten wie in 154 die Distanzfunktion d: — * B+ 
von nach H_y : d(p):= d(p,H_y) . Weil alle Nullstellen 
dieser Funktion wegen (ii) Berührpunkte sind, ist d aueh an 
den Rullstellen und damit überall auf C2-differenzierb&r. 
Wir behaupten Jetzt, daß es weitere kritische Punkte von d 
geben muß, die keine Kullstellen sind. Denn anderenfalls «är* 
Crit d = 1^« H_y , und ließe sich an den Integralkurven 
von grad d entlang auf d“1(o) = H_y zusassDenaiehen (¡2lJ)i 
aber im Gegensatz zu 5^ sollte H_y nicht zusammenhän-
gend sein nach Annahme. Das ist alBo unmöglich, and demnach
existiert ein weiterer kritischer 
Punkt r mit dir) * a > 0 . Die Kür­
zeste von r nach steht auf beiden—V
Horospharen senkrecht, ihre Vervoll­
ständigung ist also Asymptote zu cy 
in beiden Richtungen. Ihr Anfangs-
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v^ktor in r sei w. Statt H betrachten wir nun die um das 
Stück s verschobene Parallelfläche H_v(3) , v(s):= c^ .(s)
(vgl. 33?, (ii)). Sie berührt die Fläche im Punkte r mit 
gemeinsamer Normalen cw. Es gilt also wegen 341:
Hw = Hy . H_w H_y(s) .
Aber die Punkte der Form cy(t) , 0<t<s , liegen nach 
Konstruktion in By« E_v(s) = Bw/' ®_w > was nach (ii) unnög- 
lich ist. Widerspruch!
ist somit zusammenhängend.
Zu (iv): Geodätische von beschränktem Abstand zu cy sind nach 
beiden Richtungen asymptotisch zu cy, sind also genau diejeni­
gen Geodätischen, die beide Hyperflächen, und H_yt senk­
recht durchschneiden. Diese beiden Schnittpunkte fallen zu­
sammen, denn anderenfalls erhalten wir nach dem Muster von
(iii) einen Widerspruch zu (il), indem wir die Parallel­
fläche von H_v durch den Schnittpunkt der Geodätischen mit 
betrachten.
Folgerung: Sind unter den gleichen Voraussetzungen (ez, BA, UD) 
c0, c1 : R — » M zwei Geodätische mit beschränktem Abstand 
voneinander, so gibt es eine C1-Fläche 
F: (p.lj* R -*M
eo daS die Kurven cs(t) := F(s,t) für 0<s<1 eine Schar 
von Geodätisches mit beschränktes Abstand von cQ und c1 bil­
den und die Vektorfelder und F»(^) längs F auf­
einander senkrecht stehen.
Bew.: Sei v := c^(0) Bit Fußpunkt p. Nach (vi) des vorstehenden 
Satzes schneiden sich K^ , H_v und c1 in einem Pur.kt q; sei 
oBdA q m 0^(0) . Weil « H_y zusammenhängender Schnitt 
von C2-Mannigfaltigkeiten ist, gibt es eine C1-Kurve 
b: £),1J — * mit b(0) = p und b(1) = q . Für s « [o,l]
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sei c die Asymptote zu c mit c (0) = b(s) , und s * o s
F(s,t) := cs(t) = fv(b(s),t)
(vgl. S. 64). P ist C1-difl'erenzierbar, weil fy C1-differen- 
zierbar ist (333. S.66). Die Geodätischen cg durchschneiden 
Hy und H_y und damit auch alle parallelen Hyperflachen senk- 
recht, daher sind und (,g^ ) orthogonal zueinander.
343. wir wollen nun die gewonnenen Ergebnisse in die Sprache des 
Geodätischen Flusses übertragen.
Def.: Sei U eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine 1-Parameter- 
Gruppe von Diffeomorphismen (PluS) <j^.: 0 — ► 0 , teR 
heißt stabil, wenn bei einer kleinen Änderung der Anfangs- 
verte peU die Orbits t>—»^(p) "für alle Zukunft" t>0 
nahe beieinander bleiben:
M:>o n r>o H * o  [|p,q!^-^ — i] •
Der Fluß heißt instabil, wenn sich die Orbits bei einer be­
liebig kleinen Änderung der Anfangswerte in Zukunft beliebig 
weit voneinander entfernen:
^£>0 ^CeR ^T>0 ^t>T [ip,ql> £ > °J *
Eine Ontermannie-faltigkeit WcU heißt stabil (bzw. Instabil).
wenn «k. auf <j> W := U  ^ W stabil (bzw. instabil) ist. 
x t>0 T
Der Stp.bilitätPbeffriff entspricht der L+-Stabilität (Liapounov-Stabili-
tät) in [1] . Der Instabilität3begriff ist hier jedoch stärker als
die Negation der Stabilität.
Für das folgende Theorem benötigen wir die Zusatzvoraussetzung,
daß D'(0) , die Anfangsableitung der Asymptotischen Lösung, überall
auf SK beschränkt ist. Haben wir beschränkte Krhmnunc X > -r auf
K, so ist diese ZnsaUvoraussetzung erfüllt; nach 213 gilt
|D’(0)fl < r .
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Theorem Aa M npi eino Mannigfaltigkeit ohne konjugierte Punkte 
mit infinitesimaler Divergenz, dim M = n+1 . Dann gilt:
(i) M ist genau dann von beschränkter Asymptote mit be­
schränkter Anfangsableitung D^(O) der Asymptotischen 
Lösung für alle v«SM , wenn es eine stetige, (^ -in­
variante n-Distribution X auf SM senkrecht zum Flu3 • 
gibt, auf der das Differential des Geodätischen Flusses 
für alle Zukunft uniform beschränkt ist:
S^t+IxS * c'sR für alle tiO .
Diese Distribution ist integrierbar, und die Integrnl- 
mannigfaltlgkelten sind unter dem Geodätischen Fluß stabil.
(ii) Ist M von beschränkter Asymptote, so ist die Distribu­
tion X := Bild fjj (vgl. 121) auf SM transversal zum 
Vertikalen Bündel V 1 • Dieses ist nicht Fluß-inveriant, 
aber integrierbar mit Invwralmannigfaltlgkelten, die 
unter dem Geodätischen Fluß instabil sind, falls M ein­
fach zusammenhängend mit beschränkter Krümmung ist.
Bew. : Zu (i): Für alle v e SM und t>0 gelte
fDv(t)/|*C , ||d (^0)K £ 0-6R .
Sei X. != Bild fjjCT'SM mit der Bezeichnung von 121. Für 
jedes w c X  gibt es also ein xcs*'TM mit 
w = fDx = (x,D*(0)x)e T'SM
Dann ist
|4>t *wl = S(D(t)x,D>(t)x)| = (jD(t)xJ2 + jD-(t)xfV/2. 
Wegen 133 gilt
D^(t) = Dy(t)-D^v(0) ,
also auch für den Fußvektor v von x (bis auf Parallelverschie­
bung) :
K ( t ) x M v t > l l t y tV(o)HM •
Setze jetzt j jx j  = 1 > dann ist jwj ^  1 und damit
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* (c? + c2c"2>1/2 =: G '
und damit
(*) < c ' für  a l l e  * 3 0 •
Sei umgekehrt X  ein ^ -invariantes n-dimensionalea Unter­
bündel von T'SM, so daß (#) gilt. Für jedes w * (x,y) « 3C 
ist das zugehörige Jacobifeld J(t) mit 
J(O) - x , J'(O) = y 
längs für alle t > 0 in Wert und Ableitung beschränkt.
Bann muS aber
J = lim Dgx
gelten, denn sonst hätten die Jacobifelder Jg := J - Dgx 
mit Jg(0) = 0 eine für alle s> 0 von 0 wegbeschränkte 
Ableitung, andererseits würde für alle s>0 gelten 
¡J8(s)| < C
im Widerspruch zur Bedingung ID! Also gilt aus Dimensions­
gründen "X = Bild f-jj , und D ist ln Wert und Ableitung 
für tiO beschränkt.
Eine Integralmannigfaltigkeit X von X bilden nach Satz 
144 die orientierten Einheitsnormalvektoren auf einer Horo- 
spiiäre (vgl. 333, (iv)'.). Weil auf TX für alle t>0
gleichmäßig beschränkt ist, ist X stabile Untermannigfaltig- 
keit von SM. Da durch jeden Vektor v e SM eine Integral- 
aannigfaltigkeit Xy zur Horosphäre Hy geht, ist I  inte­
grierbar.
Zu (ii): Da D keine Singularitäten hat, ist X trans­
versal zu V* an jeder Stelle. Die Integralmannigfaltigkeiten 
von Y 1 sind die Fasern SpM ; die Instabilität folgt aus der 
uniformen Divergenz. JJ
344. Die hyperbolischen Mannigfaltigkeiten, zu denen die Kannig- 
faltigkeiten strikt negativer Krümmung zählen, sind durch zwei au-
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einander trr.nr.v' na !.e i’iuß-invnriante Blätterungen auf dem Sphüren- 
biindel gekennzeichnet: die stabile X und die (im ez-Fall) instabile
Y (vgl. Kap. 5). Bei den BA-Mannigfaltigkeiten, zu denen ja auch 
die flachen Mannigfaltigkeiten gehören, gibt es nur die stabile 
Blätterung; eine invariante instabile Blätterung fehlt im allgemeinen. 
Der Kandidat für. eine solche Blätterung wäre die invariante piijtte- 
rung jX , wo j: SM —*SM die Inversion j(v) :» -v bezeichnet.
342 seigt jedoch, daB ji weder instabil noch transversal zu X zu 
aein braucht. EBER LEIH hat in [ß] bewiesen, daS schon im Fall kom­
pakter OK-Kannigfaltigkeiten, wo immer noch die nicht mehr notwen­
dig stetig* Distribution X  » Bild fD erklärt ist, die Transver- 
salitftt tob X  und j¿X äquivalent ist zur iUfOSOV-Bedingung.
Ban könnte nun geneigt sein zu hoffen, daS die BA-Bedingung auf 
kompakten Mannigfaltigkeiten eine offene Teilmenge in Raum aller 
Metriken kennzeichnet, wie es bei der AHOSOV-Bedingung der Pall ist. 
Sa« lat jedoch leider nicht der Fall, und in allgemeinen besteht 
keine Hoffnung, Oberhaupt eine offene Bedingung zu finden, die die 
Mannigfaltigkeiten nichtpositiver Krümmung erfaßt und keine kon­
jugierten Punkte zuläSt, jedenfalls nicht auf Mannigfaltigkeiten, 
die «ln« Ricci-flach* Metrik ««lassen:
Satz; Sei M eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit, und 
g0 eine Metrik auf H mit Ricoikrümmung Hull. Dann gibt es 
keine offene Bedingung für Metriken auf M, die auf gQ zu­
trifft und OK impliziert.
Bew.: Sei.yfi der Raum aller Riemannschen Metriken (positiv defi­
niten symmetrischen (jJ-Tensoren) auf M; zu jedem ge«/fi 
bezeichne R^ die Skalarkrümmung der Metrik g,
A(g) := / r_(p) dM(p)
M *
dl* total* SkalarkrUatmung. Hach einem Satz von P.EHRLICH
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( [8j) gibt es in jeder Umeebuns U(2Q) in Metriken g.|,g,,«U 
mit
A(g^) < 0 K. A(?2) •
Andererseits hat GREEN ( ¡30) folgendes bewiesen: Eine 
Metrik g auf M kann nur dann die Bedingung OK erfüllen, wenn 
A(g) ^ 0 . Also gibt es nach dem Vorigen in Jeder Umgebung 
von gQ Metriken mit konjugierten Punkten. D
3.5 Vergleichssätze
351. Als letzte Eigenschaften der Mannigfaltigkeiten beschränkt- 
ter Asymptote möchten wir, ähnlich wie bei hyperbolischen Mannig­
faltigkeiten (521), Vergleichssätze für Winkel und Strecken in gro- 
8en Dreiecken beweisen. Dm  erscheint hoffnungslos, wenn wir fUr 
die Vergleichsmannigfaltigkeit Schnittkrümmung K = 0 voraussetzen, 
denn auch der Anosov-Vergleichssatz ist nur möglich, weil wir "Plati* 
für die Krümmung der Vergleichsmannigfaltigkeit haben. Wegen der 
Wac "vstumseigenschaft 314 ist aber ein Vergleich mit einem geeigne­
ten Paraboloiden möglich, dessen Krümmung wenigstens genügend weit 
entfernt vom Scheitel beliebig nahe bei Null liegt.
Def.: FUr jedes k>0 definieren wir das (n+1)-dlmensionale Para- 
bolold Plc als Einbettung in den Rn+?: P-^ = Bild e mit 
e: Rn+1 — » Rn+2 , e(x) := (x,k2ix|2) 
oder mit Hilfe der Metrik in Polarkoordinaten (g.ff)
Pk = (Bn+1, ds2) , ds2 = dS2 + R($)2d«2 , 
wobei da^ die Metrik der Sphäre Sn ist und H(^) den eukli­
dischen Radius der Riemannschen Kugel mit Radius um den 
Scheitelpunkt ff angibt. Die Umkehrfunktion R) kann folgen­
dermaßen angegeben werden:
§(R ) = k V  [ f l  + (? k ?R]T?J 1 /2  + (2 k ?R)~2 a ra in h (2 k ?R)j
= J b  * (?k?R)2J1/2 dR .c
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552. Zunächst ein Vergleichssatz für die Jaeobifelder:
Satz: M sei eine Manniffaltigkelt beschränkter Asymptote mit oberer
2
Schranke C and Schnittkrümmung K * -r , r > 0 . Sei 
k := C(4r)1/2 .
Sei Y ein Jacobifeld in M längs einer Geodätischen c: R-*M , 
Y(0) = 0 und Yi.c' . Ebenso sei ¥ ein Jacobifeld längs 
'S: R —»P^ mit Anfangspunkt c(O) im Scheitel CTäP^ ,
Y(0) = 0 und Ylc' .Es gelte 
¡Y'(0)il = S'í'ÍOjf .
Beh.: ||Y(t)¡¡> ¡YÍtjlí für alle t>T = arcoth(2)/r .
Be w.; Wir berechnen das Wachstum von Y und vergleichen es mit dem 
Ergebnis von 314. Sei *c'(0) =: » dann ist
"Y(t) - expff § 5 (tv + u Y'(O)) .
Sa expjy eine Sphäre vom Radius t um den Ursprung von
auf die Sphäre vom eukli­
dischen Radius R(t) ln PveRn+2 Ik \ v
abbildet, ist Y(t) Tangential- T T /
vektor dieser Kugel von der Län- tV— — r j
h (n
|Y(t)| = R(t)fY'(0)| . V -------->
Sei die Höhe
h(t) = k2 R(t)2 , 
die letste Komponente der Einbettung e. Sa stets gilt 
j(R) > k2R2 - h(j) , 
ist der zur Höhe t gehörige Radius 
R- := t1/2 k"1
größer als der zur Bogenlänge t und damit zu einer kleineren 
Höhe h(t) gehörige Radius R(t). Es gilt somit nach 314
| Y(t)| - R(t) |y '(0)| C t1/2 k"1|Y'(0)i <£ |y (t)|/ , 
falls t > ? . Q
15?. Daraus ergibt sich ein Längenvergleichssatz (analog 02^»S. 179):
Satz; Sei wieder M eine Mannigfaltigkeit mit beschränkter Asymptote
2
(Schranke C) und beschränkter Krümmung (Schranke -r ).
Sei für ein peN eine Isometrie 1: TpM — ► T^ P^ , gegeben; 
k = C-(4r)i/|f^ wie oben.
Beh.: Für alle w e TyTpM , v ^ TpK mit IrB > T , gilt: 
lexpp#vf * IjexpQ^wS 
und also für jede Kurve b: |Ö,l] — * TpM n Bj,(0) :
L(expp«b) > L(exp0 « i * c)
Insbesondere gilt für alle v.xeTpM'» B^(0) :
|expp(v),expp(x)j > Jexpff(iv) .exp^ix)! .
Bew.: w e TyTpM läßt sich zerlegen in einen radialen Anteil *r 
und einen Anteil wt, der tangential zur Sphäre SjTj(0) 
in TpM liegt . Weil expp und exp^ radiale Iaometrieen sind 
(Gauß-Lemma), wird die Länge de« Anteils wr weder bei Kxpo- 
nenzieren auf M noch (vermöge i) auf P^ verändert. Der Tan­
gentialanteil w^ = (z,0) bestimmt durch Exponenzieren ein 
senkrechtes Jacobifeld J längs cy mit J(0) = 0 , J'(0) * * ■ 
Für dieses gilt der Vergleichssatz für Jacobifelder, 352.
Also
J<*Pp)»w|i2 = |expp<wr|2 + fexpp^f2
> l e ^ o ^ d 2 * l « W * * t l 8
Die Abschätzung für Kurvenlängen folgt durch A u fintegrieren.
354» Schließlich erhalten wir auch einen Winkelvergleichssat«:
Satz; Sei wie oben M eine Mannigfaltigkeit mit beschränkter Asymp­
tote und beschränkter Krümmung (Schranken 0, -r2)..Seien
p,q,r «M ; q und r seien von p um mindestens I entfernt.
^ ^  ^  1/2 
Seien p = ff , q.r ev^ mit k » C (4r) ' Vergleichspunkte,
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die ein Dreieck gleicher Kantenlänee wie A(p,9>r) auf­
spannen; y- bzw seien die Winkel hei p bzw p".
Beh.: f  < f  .
Sei oBdA jp,q| > |p.r| .
Wir betrachten die durch O = p , 
q” und 7 aufgeapannte total geodä­
tische Pläche in P^ . Auf dieser 
tragen wir von der Strecke pq 
unter dem Winkel $ bei p die 
Strecke der länge jp,r| ab. Der 
Endpunkt dieser Strecke sei r'. 
Ifach dem Streckenrergleichssata 
353 ist
|r',«j( <  |r,q| = |r,q| . 
r und r' liegen nach Konstruktion beide auf denselben Kreis 
K alt Mittelpunkt p; dieser aohneidet die Strecke pq , etwa 
iat Funkte s. Wir parametrisieren K nach dem Winkel bei p 
Bit Anfang K(O) * s . Die Funktion f(u) := d(q,K(u)) be- 
sitat im Intervall +T nur ein Extreoua: bei u * 0 .
Denn eine Geodätische von q zu einen zweiten Extrempunkt 
würde K dort senkrecht schneiden und liefie sich zu einer 
Geodätischen von q nach p fortsetzen, was aber nicht sein 
kann, da p « 0 ein Pol ist. Da !(*■) sicher weiter von q ent­
fernt ist als K(0), hat f bei u * 0 sein einziges Minimum 
und wächst monoton mit |u| für -'reu< +f . Der Punkt 
r1 s K(y) kann somit nur dann näher an q liegen als 
r » X(f) , wenn ist. Q
- 78 -
4. Mannigfaltigkeiten ohne Fokalpunkte
4.1 Konvexität
411. Sei im Folgenden zunächst M eine beliebige Riemannsche 
Mannigfaltigkeit. Der folgende Begriff spielt eine wichtige Rolle 
für die Klasse von Mannigfaltigkeiten, die wir in diesem Kapitel 
betrachten wollen.
Pef.: Eine stetige Funktion f: M — * ß heißt konvex , wenn für 
jede Geodätische c: R — * M die Abbildung f»c s R — ► R 
im gewöhnlichen Sinne konvex Ist: Für alle a,b«R und 
0 t u < 1 gilt
f*c(a  + u(b -  a ) )  i  f®c(a) + u[f*c(b) -  f*c(a)J .
Sa;tz: (f4j) Ist f: M — *R eine C2-Funktlon, so gilt:
f ist geneu dann konvex, wenn die Hessesche f** überall 
positiv semidefinit ist.
♦: Ist foc : R —*■ R für alle Geodätischen c konvex und C2-dlf- 
ferenzierbar, so ist (f»c)»> 0 . Andererseits ist 
(f«c)"(0) = <f*»v,v> 
für v * c'(O) (vgl 151, 2.) , womit die eine Richtung ge­
zeigt ist. Geht man von der Hesseschen aus, so ist
> 0 für alle ve SM 
und damit f»cv konvex. £3
412. Sel M jetzt einfach zusammenhängend (ez) und ohne konju­
gierte Funkte (OK).
De*..: Eine Teilmenge B c M  heiat konvex, wenn mit p.qeB auch 
die ganze Streek« von p nach q in fl liegt.
Ist f: M — »fi eine stetige Funktion, so beranden die Niveauflächen
f 1(r) für alle r e ß  die abgeschlossenen Teilmengen
Mr := [ p«M I f(p) < tJ .
Satz: Ist f: M-»-R stetig und konvex, so sind die Teilmengen 
C  M konvex für alle r« R .
Be w. i Sind p,q tlf und c: (a,bj—*• M die Strecke von p nach q, 
so ist wegen der Konvexität für alle u t £p,l] 
fsc(a + u(b - a)) t r , 
also f*c(t)«Mr für alle t fe [a,bj . a
*13. Wie sieht die berandende Hyperfläche einer konvexen Umge­
bung aua?
Satz: Sei M  einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeit ohne kon­
jugierte Punkte, B eine konvexe, abgeschlossene Umgebung
£in M Bit C -differenzierbare« Hand 3b =: H .
Beh.: Ser II. Fundamentaltensor von H bezüglich der 
nach innen gerichteten fforaale lat überall positiv semi- 
definit.
Bew.: Sei p e H  , dann berührt H die "Stützebene“ S := exppTpH 
in p; S bleibt wegen der Konvexität von B ganz auf der 
äofieren Seite von H. In dea folgenden Lemma zeigen wir 
■ig(p) » 0 , dann folgt die Behauptung ans 155. a
leaBa: Sei eine orientierte Hyperebene, S := exppE .
Bann ist *g(p) = 0 .
Bew.: Sei v der Koraalenvektor zu B in TpK, cQ := cy die zu­
gehörige Geodätische. Für jeden Vektor x e E  liegt die 
Geod&tisohe cx (s) in der Hyperfläche S. c8(t) sei die 
Geodätische Bit c8(0) = cx(s) , die tangential zum Norma-
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lenvektor auf S startet. Dann ist a(s,t) := cg(t) eine 
1-Farameter-Variation von Geodätischen mit Jacobifeldern
Ja(t) i= 5i (8,t) ' 
und es gilt
^ Js'J^  = < Js’l* l s ^ = <?s’ fs ft ^  
= Is <Js* ff* °k> ’
Der erate Tenn rechts verschwindet fUr alle a und t, weil
überall senkrecht auf c_ steht, der zweite ist bei t * 05 o
Null für alle s e R  , weil die Kurve s »-*a(s,0) gerade 
die Geodätische cx ist. Also ist speziell für 8 = 0 :
<j 0(°),j ;(°)> = ° .
Das FluQtensorfeld der Normalenkongruenz von S Bit Anfanga- 
wert 1 längs der Geodätischen cy wollen wir B(t) nennen. 
Dann ist J„(t) = B(t)x , also 
< B ' ( 0 ) x , x > = 0  .
Da dies fUr alle, x c E = T^S richtig ist, verschwindet der 
symmetrische Tensor B'(0) = B'B~1(0) = - A g(p) . ^
Wir bemerken außerdem, daß der in 144 (S. 24) definierte lagrange- 
Tensor By mit den Anfangsdaten By (0) = 1 , B^.(Q) * 0 gerade der 
F j ußtenaor der Normalenkongruenz der HyperfISche Sy * e x p p i M ^  
längs der Geodätischen cy ist für alle p e K  und v e SpM .
4.2 Jacoblfelder und Abstandsftmktion
421. Das folgende Theorem gibt eine Reihe äquivalenter Bedin­
gungen, die die Klasse der Mannigfaltigkeiten ohne Fokalpunkte 
kennzeichnen, die wir im Folgenden untersuchen vollen.
Theorem 11 Sei M  eine einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeit 
ohne konjugierte Punkte. Dann sind die folgenden Aussagen 
äquivalent:
Für jeden Punkt p c M  ist die Abstandsfunktion dp , 
dD (q) : = d(p,q) , konvex.
Alle abgeschlossenen Bälle Br(p) mit Mittelpunkt 
p e K  und Radius r > 0  sind konvex.
D^y (0) <  0 für alle v C S M  und s > 0  .
A^A^1(t) >  0 für alle v * S M  und t > 0  .
Für alle Jacobifelder J / 0 auf M gilt: Palls 
J(O) = 0 , ist
<J,J>'(t)>0 für alle t > 0  .
Pür alle Jacobifelder J auf M gilt: Falls j(0) j 0 
und J '(0) = 0 , so folgt
J(t) 4 0 für alle t c B  .
Das Jacobitensorfeld B alt den Anfangsdaten B(0) = 1 , 
B'(o) = 0 ist nirgends auf S M X R  singulär.
(vili) Für jeden Vektor v « SM hat dl* Hyperfläche Sy = 
exp^C [vj1 ) keine Pokal punkte auf cy .
j w . i  (i) — ► (11) nach 412.
(II) *=>(111) : Nach 144 ist - D^y (0) II.Fundamentaltensor 
der Hyperfläche 3Be(cy(s)) Bit innerer Normale, also (413):
^¿,.(0) C 0 für alle v « S H ,  e > 0  .
Wäre nun für ein v c SM , s > 0 und x « H0ey 
<rD^(°)x,x> = ° , 
so mUSte für r > s  gelten (132):
< D ^ v( 0 ) x , x > * < f ^ y (0) + /(A'Aj-^uJdulx , x >  > 0 , 
Widerspruch!
(III) -»(iv) : Nach 142 und 144 Ist A^Ay1(t) für t > 0  
der II. Fundamentaltensor von 3Bt(Tv) im Punkte cy (tj . 
Dieser wird auch durch Dlt, v ( t ) W  - - D ,t>_y (1;)(0) gegeben, 
falls v(t) :* ^tv , und ist daher nach (111) positiv definit. 
(iv)-»(v) : Mit A'A~1 Ist auch A“(A,A~1)A = A-A' posi-









tiv definit. Sei J 4 0 ein Jacobifeld längs cy mit J(0) = 0, 
oBdA stehe J senkrecht auf cy , denn der tangentiale Anteil 
Ist linear in t. Xiann gibt ea ein x « N 0cy , x 4 0 mit 
J = AyX , also
<J(-t),J'(t)> = <A*A^(t)x,x> > 0 
für alle t > 0  , und .
(v) »*• (vi) : Ist J wie in (vi) vorausgesetzt und J(t0) * 0 
für ein tQ 6 R  , so ist nach (v)
also ist in jedem Pall J'(0) 4 0 im Widerspruch zur 
Voraussetzung.
(vi)»=>(vii} : Die Jacobifelder der Form Bx erfüllen die 
Voraussetzung von (vi) für x ji 0 , also ist B(t)x t 0 
für alle x f 0 und alle t e E  .
(vii) (viii) : By ist längs cy Flufltensorfeld der Honaalen- 
kongruenz von Sy . Ein Fokalpunkt von Sy auf cy wäre nach 
Definition eine Singularität von By .
(viii)_*(i) : Sei p « M beliebig; wir wollen dl« Konvexi­
tät von dp nachweisen. Sicher ist dp in der Hähe von p kon­
vex, sei also q ji p . Dort ist <3p C"-differenaierbar, und 
wir können die Hessesche 4 ^  berechnen. Sei c = cy die 
Verbindungsgeodätische von q nach p, v e S ^ M  . Weil die 
Ryperfläche Sy nach (viii) keine Fokalpunkte auf cy hat, ist 
cy lokal Kürzeste von p nach Sy (143). Sy liegt somit nahe 
bei q gan* außerhalb des offenen Balles B um p alt Radius 
|p,qj. Nach 155 ist
grad dp ist das nach außen gerichtete, zu p radiale Feld, 
bei q also das äußere Einheitsnormalvektorfeld auf 3B. Also
AjBU )  > As^(q) = 0 .
dpujfC^l) * V g r a d  dp(q) = A3B(q) >  0
-  83 -
nach 14?, und dp ist konvex
422. Jetzt können wir endlich unsere Klasse von Mannigfaltig­
keiten definieren:
Def.: Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein Fokalpunkt 
auf einer Geodätischen c : R — *M ist «ine Singularität 
des Jacobitensors B auf c. M heißt Mannigfaltigkeit ohne 
Fokalpunkte (OP), wenn M zusammenhängend und vollständig 
ist und auf keiner Geodätischen in M Fokalpunkte Vorkommen.
Säte: Sei M eine Mannigfaltigkeit ohne Fokalpunkte. Dann ist M 
ohne konjugierte Punkte, und die lokalen Eigenschaften 
(lii) - (viii) in 421 treffen auf M zu. Ist M überdies 
einfach zusammenhängend, so gelten alle Aussagen ln 421.
Bew.; Durch Nachrechnen der Anfangsbedingungen sehen wir, daß 
nach 122 der Jacobitensor A auf folgend« Veise durch B 
beschrieben werden kann:
für alle t f R  . Da der erste Faktor nirgends singulär 
ist und der zweite für positive t positiv und für negative t 
negativ definit ist, ist A(t) für kein t ^ 0 singulär 
und damit M ohne konjugierte Punkte. Auf der universellen 
Überlagerung gelten also mit (vii) auch alle anderen Bedin­
gungen von 421. Die Eigenschaften (iii) - (viii) sind von 
lokaler Natur und setzen sich daher auf die Mannigfaltig­
keit H selber fort. ^
Beispiele von OF-Flannigfaltigkeiten bilden die Mannigfaltigkeiten 
nichtpositiver Krümmung. Dort gilt sogar für jedes Jacobifeld J 
längs einer Geodätischen c:
* 2<T*,J -> - 2 <R(J,c\'c' > 0
Die Längenfunktion jedes Jacobifeldes ist plso konvex; insbeson­
dere ist die eines bei t = 0 verschwindenden Feldes mit t 
monoton wachsend samt ihrer Ableitung, und (v) ist erfüllt.
423. Wir wollen nun die Asymptotische Lösung betrachten.
Satz; Sei M eine Mannigfaltigkeit ohne Fokalpunkte. Dann ist 
D^D~1(t) negativ semidefinit für alle t« K , v £ SM.
Jedes asymptotische Jacobifeld J = Dx hat auf ganz R 
monoton fallende Länge. M  ist Mannigfaltigkeit beschränkter 
Asymptote mit Schranke C = 1 .
Bew.: Sei cy eine Geodätische in M und v(t) = c^(t) . Für alle 
t e R  ist D ^ t j(0) = lim D^ Y ^t^(0) negativ semidefinit 
nach 421 (iii). Laut 133 ist dann für alle t e R  
Dy(t) = D^(t)(0)-Dv (t) ,
also
D^D;1(t) = D^(t)(0) <  0 .
Kit D'D-1 ist auch D*(D’D-1)D = D*D' negativ semldefinit, 
also gilt für ein Jacobifeld der Form J = Dx :
<J,J>’ = 2 ^)*x,Dx^ » 2 <D*D'x,x> ¿ 0  .
Jfl)(t)8 = max £ü(t)x ; |x| = ij nimmt also für den Bereich 
t > 0  sein Maximum bei t = 0 an, da die Funktionen |D(t)xjf2 
für alle x monoton fallend sind. D.h. aber 
jD(t)f ^  1 für alle t >  0 .
¿24. Nach 421 (ii) sind auf einfach zusammenhängenden OF-tiannig- 
faltigkeiten eile Bälle konvex, also auch die ln 331 definierten 
Horodi8ks
B = U Bt (c (t)) . 
v t>0 * T
Setzt man noch zusätzlich 0D voraus (was, wie wir gesehen haben, 
bei beschränkter oder nichtpositiver Krümmung erfüllt lat), so sind
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nach 341 die Horosphären ^  = 3 bv C^-differenzierbar und nur
von dem durch cy bestimmten uneigentlichen Punkt in L(M) abhfineig. 
Die Konvexität ist das Hauptargument für den folgenden Satz, der 
unabhängig von dieser Arbeit auch von O'SULUVAN ([24J) bewiesen 
wurde:
Theorem 12 (Flacher-Streifen-Satz) M sei eine einfach zusammen­
hängende Mannigfaltigkeit ohne Fokalpunkte mit uniformer 
Divergenz. c0 , c : R —»M seien zwei Geodätische mit uni­
form beschränktem Abstand jc(t),c0(t)| ^ k für alle t e R  . 
Beh.: Bild cfl u Bild c ist der Rand einer total geodäti­
schen flachen Fläche (isometrisch eingebettet)
F : {p.ajx R — ► M .
Bew.: Sei v(t) := c^(t) . Bach 342 trifft auch die andere Geodä­
tische c einen Berührpunkt von und h_v (q ) , oBdA 
bei c(O) . Die Bertthrpunktaenge
ist zusammenhängend und konvex. Die Geodätische eQ von cQ(0) 
nach c(O) liegt demnach in Ht (q )'’ h_v (o ) ' schne*<let also 
cQ und c beide orthogonal. Das gleiche gilt für die Geodä­
tische von cQ(t) nach c(t) ; diese liegt ln 
So ist die Abstandsfunktion von c0 nach 0 an jeder Stelle 
von cfl stationär, also konstant, etwa gleich a > 0  .
Andererseits haben wir die Geodätischen cg für 0 ^ s < a  , 
das sind die orthogonalen Trajektorien von im Punkte
g0 (s). «1t diesen wird die Fläche wie in Folgerung 34? defi­
niert: F(s,t) := cs(t) . Die Kurven Ft(s):= F(s,t) können 
auf Grund von 423 nicht länger sein als g0 = FQ , denn
^v(O) n H-v(0) * Bv(0)n B -v(0)
für all« t € B . Andererseits verbindet die Kurve die
Funkte o (t) und c(t) ■ c (t) voa Abstaad a miteinander* o *
daher ist
L(Ft) - a für alle te E , 
und Ist die Geodätische gt von e0(t) nach c(t) .
Die Fläche F wird also von swei zueinander transversalen 
Scharen von Geodätischen überdeckt, gt und c8 . AnBerdea 
sehen wir, daß die Länge der Jacobifelder 
J8Ct) P(t,s) - gt(s)
für alle se [o,a] und alle t * B  konstant gleich 1 ist 
Nach den untenstehenden Leaaa ist daait parallel längs cfl. 
Wir berechnen die II. ?undan©ntalform or der Fläche F (vgl* 
etwa [2o] ), den Noraalanteil der kovarianten Ableitung von 
Tangentialfeldern der Fläche;
* 0 *
weil und ^  Tangentialvektoren von Geodätischen sind,
“  °  *
weil die Ja Parallelfelder sind. Soalt ist F total geodä­
tisch in X , und wagen
<S.Ü> - 0  . ISI-IUI"'
ist F isonetrische Einbettung des flachen Streifens [o,a] * 8  
in U . D
Leaaat (EBERLSIH [&}} Sei V «ine Mannigfaltigkeit ohne Fokalpunkte, 
alt unten beschränkter Krüaaung. J sei ein Jacobifeld be­
schränkter Länge «uf einer vollständigen Geodätischen 
c s R — ► U  . Dann ist J parallel längs c.
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-Bew. = Wegen 214 kann es nur eia beschränktes Jacobifeld mit
Anfang J(0) auf c|£0 ^  geben, also ist J stabil, d.h. 
es gibt einen Vektor x € ifQc so, daß J(t) • D(t)x für 
alle te R . Nach 4-23 hat J dann konstante Länge, da für 
den negativen Halbstrahl dasselbe richtig ist. Es gilt also 
für alle t c R
O ' C ^ x . D C O x )  • <J,J>'(t) - 0 .
Daait gilt für y(t) :» D(t)x
^(D'D””')(t)y(t),y(t^)« 0 , 
und weil nach 423 (D'D“1)(t) 4  0 , gilt 
J-(t) - D'(t)(D“1(t)y(t)) • 0 , 
woraus die Behauptung folgt. /j
Korollnr: Voraussetzungen über K wie oben (OF.UD). Dann ist für je­
den Vektor v e SM die Menge iy := Ky« H_y konvex, und es 
gibt eine totnl geodätische isometrische Einbettung 
Zy* R — »M .
Be w. ; Die Einbettung wird für alle p t Gy , te R gegeben durch 
(p,t) t— * cp(t) , 
wo cp die Asymptote zu cy ist mit cp(0) = p .
425. Wir wollen schließlich noch die Blätterung 341 betrachten:
Satz: Sei M einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeit ohne Foknl- 
nunkte mit uniformer Divergenz. Dann gilt:
(i} Für alle v e S M  ist die Busemann-Funktion byl d.i.
die Normalfunktion der Horosphäre Hy , konvex.
(ii) Der Abstand zwischen zwei asymptotischen Strahlen ist 
entweder streng monoton fallend oder konstant.
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Bew.: Zu (i): Es wfir definiert (vgl. S.64)
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b„(q) = lim ( Jq,cv (t)j - t) = lim (d (t)(q) ~ ^
by ist also Limes der konvexen Funktionen et = dc - t 
und damit konvex.
Zu (ii): Wird der Abstand zwischen zwei asymptotischen Strah­
len r und s irgendwo stationär, oBdA bei r(0) , so 
steht dort die Verbindungsgeodätische c auf r und s senkrecht, 
und die Abbildung bv«c : R  — » R  hat bei den Schnittpunkten 
von c mit r und s Extrema denn dort berührt c Niveau­
flächen von bv . Wegen der Konvexität muß bv«c dazwischen 
konstant sein, also liegt der Abschnitt von c zwischen r und 
s ganz in und ebenso in H_v , da das Argument auch für -v 
anstatt v gültig ist. Nach 424 ist der Abstand zwischen r 
und s also konstant.
Ist der Abstand zwischen r und s nirgendwo stationär, kann 
kai;n er auch nicht streng monoton wachsend sein, denn weil 
OK die Eigenschaft BA und damit UK (unendliche Konvergenz) 
nach sich zieht, ist der Abstand zwischen r(t) und s für 
positive t beschränkt, wäre somit überhaupt beschränkt und 
nach 4?4 wieder konstant. Also muß der Abstand von r nach s 
streng monoton fallend sein, wenn er nicht konstant ist. &
4.3 Igometrlen und Fundaaentalgruope
431» In den nächst folgenden Abschnitten sollen Ergebnisse ver- 
allremeinert werden, die GROKOLL und WOLF ( fi2J > sowie KAU ( [27] .
[28] ) für Mannigfaltigkeiten nichtpositiver Krümmung bewiesen haben. 
Unabhängig von der vorliegenden Arbeit gewann C'SULLIVAN die glei­
chen Resultate ( [23] , J24] ). Aus algebraischen Eigenschaften der 
Fundamentalgruppe einer OF-Kannigfaltigkeit sollen geometrische 
Folgerungen gezogen werden. Dasu ist das Verhalten von Isometrien 
auf einfach tu*amoenhängenden OF-Kannigfaltigkeiten zu untersuchen.
Def • '• Sei K eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Untergruppe G 
der Isometriegruppe I(M) heißt eigentlich diskontinuierlich, 
wenn für jeden Punkt p e M  eine Umgebung U(p) existiert, 
so daß
ü n fü = 0 für alle g « G , g ji 1 
M heißt kompakt homogen unter der Gruppe GcI(M) , wenn M 
zusammenhängend und vollständig ist und die Gruvpe G eigent­
lich diskontinuierlich ist mit kompaktem Orbitraum K/G . 
(Abkürzung: M ist XH unter G.)
Kompakt homogen sind nach dieser Definition genau die kompakten, 
vollständigen, zusammenhängenden Mannigfaltigkeiten und ihre Über­
lagerungen. Ist M einfach zusammenhängend, so ist M universelle 
Überlagerung von M/G , und G iat die Fundamental gruppe von M/G. 
Allgemein ist G eine Faktorgruppe der Fundamentalgruppe von K/G.
fef.i Ist gcI(M) , so betrachten wir die Verachiebungafunktlon 
dg : M — •> R , dR(p) := |p,gp| .
Die Minimalmenge Cg von g ist die Teilmenge von M, auf der 
die Verschiebungsfunktion d^ ihr Minimum annimnt.
Di® Versehiebungsfunktion einer Isoaetrie ist außerhalb von Pix­
punkten C~-differenzierbar. Der folgende Satz sichert die Existenz 
4er Minimalmengen auf IH-Mannigfaltigkeiten.
Satg; Sei H kompakt homogen unter G. Dann besitzt die Verschiebungs­
funktion d ein Minimum für alle g e G . (Vgl. [25] )O
lg*. t Sei ■ := inf dg > 0 und (Pn)n,u eil1* Purktfolgq in K mit 
lim 4g(pn) = m . Hach Übergang zu einer Teilfolge der (pn)
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existiert wegen KH eine Folge von Isometrien gn e G , so 
daß die Punktfolge (^,(Pn )) konvergiert; sei
« := i Ü  V n  ■
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Wir betrachten die Verschiebungnfunktionen der Konjugierten 
von a mit den en :
R g ^ ^ g n P n . K n P n l  =  jg P n ,P n | •
Kürzen vir ab: gngg^1 g¿ . dann ißt
!g¿q,q| <£ |g¿<!.fWnl + l * ¿ K n V * n p»l + l « n V ql 
= 2 |gnPn ,q| + l¿Pn .Pj -> m 
Insbesondere ist )g¿q,q| beschränkt für alle n, und somit 
konvergiert eine Teilfolge von (g¿a)» die wir wieder ebenso 
bezeichnen. Weil G aber eigentlich diskontinuierlich ist, 
müssen die g¿ alle bis auf endlich viele gleich sein; oBdA 
= g.j für alle nett .
Dann nimnt dg bei sein Minimum an, denn
dg (gT1q) = H z  y e ? 1gnV
= lim fglgg;1gnPn ,gnPn i
= Igngnpn ,Knpn I 
= m .
Def.: Eine unter einer Isometrie g invariante Geodätische nennen 
wir Achse von g .
Lemma: Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, zusammenhängend 
und vollständig. Sei gel(M) .
Beh.: Die Minimalmenge Ist die Vereinigung aller Achsen 
von g.
Bew.; Ist p «  0^ , so ist dl« Geodätische h  von p durch gp Achse. 
Denn für einen Funkt h(t) zwischen p und gp gilt:
(h(t) ,gh(t)| «C jh(t) ,gp| + |gp,gh(t)j - |p,gp|. 
andererseits, da p«.C ,
Jh(t),gh(t)} >  {p,gp|.
Also ist die erste Ungleichung in Wirklichkeit eine Gleichung, 
und gp liegt auf der Strecke von h(t) nach gh(t); die Punkte
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p, h(t), gp, gh(t) sind also alle kollinear, uni h ist 
invariant unter g. Ist umgekehrt ft eine Achse von g, ft(O) 
= q , so ist dg bei q minimal. Ist nämlich wie vorher h 
die Geodätische von P £ Cg durch gp, wie wir sahen eine 
Achse, so ist
jq,gq| = lim ¿|q,gnq|
- liffl j (Jq.pl + |p.gnp 1 + |gnp.gnql)
= |p.gpj
und damit minimal. °
4-32. Wir kehren zu den Mannigfaltigkeiten ohne Fokalpunkten 
zurück. Natürlich hat eine KH-Mannigfaltigkeit beschränkte Krüm­
mung; wir können also alle unsere Ergebnisse aus 4.2 anwenden.
Satz: Sei M eine kompakt homogene Mannigfaltigkeit ohne Fokal- 
punkte mit Gruppe G; M sei einfach zusammenhängend.
Beh.; Die Minimalmenge jeder Isometrie g e d  ist konvex 
und von der Form Cg = Z xR mit einer konvexen Menge 
Z in M (total geodätische, isometrische Einbettung).
Bew.; Durch jeden Punkt P < C g gibt es eine Achse hp von g.
Zwei derartige Achse hp und hq haben beschränkten Abstand 
voneinander, spannen also nach 424 einen flachen, total 
geodätischen Streifen konstanter Breite zwischen sich auf, 
der ebenfalls g-invariant ist. Alle Parallelen in diesem 
Streifen sind also auch Achsen. Insgesamt erhalten wir 
C„ = U  Bild h„ = Z x R
mit
g pcH
Z != Hh£(0)rtH-h^(0) = zh£(0) 





Der nächste Satz macht eine Reichhaltigkeitsaussage über C^.
M sei eine kompakt homogene, einfach zusammenhängende Mannig­
faltigkeit ohne Fokalpunkte mit Gruppe C. Sei g « G  und 
C c M  eine konvexe, abgeschlossene, g-lnvariante Kenge.
Beh. :  C n  Cg 4 0 .
Sei q c Cg und hq die Achse von g durch, q. Weil C g-invariant 
ist, nimmt die Punktion
f(t) = d(hq (t),C) 
alle ihre Werte schon auf dem kompakten Intervall an, das 
von ha auf die Strecke von q nach gq abgebildet wird; sie 
besitzt demnach ein Minimum m, etwa bei t0 . Der nächste 
Punkt von G an t^tQ) = :qQ sei p f C  . Wir betrachten die 
Strecken sn von p nach gnp ; da C konvex und g-invariant 
ist, verlaufen sie in C und haben daher an den beiden End­
punkten die minimale Distanz m zur Achse hq . Die Folge 
(gnp)niti hat beschränkten Abstand von h . Ein Grenzstrahl 
hat somit wegen UK beschränkten Abstand von h^ und ist 
weiten HD echter Grenzstrahl. Die Strecken sn konvergieren 
p.lso gegen einen Strahl b , der nach 425 monoton fallenden 
Abstnnd i  a von hQ hat. Da andererseits die Strecken 
alle Mindestabstand m von haben, ist der Abstand von a 
nach hQ konstant gleich m, und s ist parallel su hfl.
Wir hätten die gleiche Konstruktion auch ausgehend von 
gnp anstelle von p durchführen können und wären vielleicht 
zu einer anderen Parallelen su hq von Abstand a  gelangt, 
genannt sn . Hach Konstruktion läge en ebenso wie s in der 
abgeschlossenen konvexen Menge C. Die Sphäre um q0 mit Ra­
dius m berührt C Jedoch genau in einen Punkt, da sie selbst 
eine strikt konvexe Menge berandet, nämlich io Punkt p.
So muB denn sn auch durch den Punkt p gehen und fällt daher
mit s zusammen. Und das heißt, daß s Achse von ^ ist und 
daher in C " C ? verläuft. (Lemma
Nachtrag: Wir nennen eine konvexe Menge S strikt konvex, wenn 
jede Geodätische den Rand von S höchstens in zwei Punkten schnei­
det. Eine Geodätische, die zweimal schneidet, muß demnach innere 
Punkte von S treffen. Sie Bälle in einfach zusammenhängenden OF- 
Mannigfaltipkeiten haben gerade diese Eigenschaft, denn eine Geo­
dätische, die ein Stück weit auf einer Sphäre verliefe, würde den 
Mittelpunkt der Sphäre zu einem Fokalpunkt erheben.
454. Wir kommen nun zum Hauptreeultat dieses Abschnittes:
Theorem 15 Sei M eine einfach zusammenhängende, unter der Gruppe 
GCI(M) kompakt homogene Mannigfaltigkeit ohne Fokalpunkte. 
Sei A c G  eine abelsche Untergruppe vom Rang k.
Beh.: M besitat eine flache, total geodätische, A-invari- 
ante Untermannigfaltigkeit E = fi^  , auf der A als Gitter 
von Translationen operiert.
Bew.: Die Minimalmenge Cft eines jeden Elementes a e A  ist invar:- 
ant unter der gan*en Gruppe A. Sei nämlich b « A  , p eC^, 
dann ist die Versehiebungsfunktion bei bp minimal:
da(fcp) = |abp,bp( = |bap,bp( = jap.pj = min dfi , 
und somit b p c C a . Daraus folet nach dem vorstehenden Satz 
♦33, dafl sich zwei Hinimalmengen C& und Cb schneiden für 
alle a,b e A .
Sei s1,...,ak: eine Basis für A. Wir betrachten die
abgeschlossene konvexe Menge
G , := C /-».../> C 4 0 •
1 ic
Sei P « C A und h.,,...,!)^ die Achsen der Isometrien a,, 
•••.a^ durch den Punkt p. Sei
h  !* Hhi(o)n H -h¿(o)
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die Einbettung von Kor. 424 sei 
e ^ : Zi < R —»M .
Bann ist
k
C. = n  e A Z . X  R)
A  i=1 1 1
Es gibt demnach k selbstparallele Vektorfelder 
X i := el*(3 T )
auf C^, weil die e^ total geodätische isometrische Einbet­
tungen sind. Sie definieren eine selbstparallele Distri­
bution auf C, von einer Dimension l < k  . Diese D i s t r i b u t i o n  A
ist nach dem Satz von FROBENIUS insbesondere integrierbar, 
da involutiv, und jedes Blatt ist total geodätisch, flach 
und vollständig in M, da es auf jedem Blatt 1 selbstparal­
lele, linear unabhängige Vektorfelder gibt, oBdA • 
deren Integralkurven vollständig sind, nämlich Achsen von 
Ein jedes Blatt E ist zudem A-invariant, da es 
aus Achsen der Erzeugenden von A besteht, und A ist Trans­
lationengruppe auf E. Weil A eigentlich diskontinuierlich 
auf E operiert und vom Rang k ist, muß 1 = k sein, und 
S ist isometrisches Bild des euklidischen Raumes R^. O
Kor.: Sei K eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne Fokalpunkte. Die 
Fund E^ raen talgruppe von M enthalte eine abeleche Untergruppe 
vom Rang k. Darm gibt es einen total geodätischen, flachen 
k-Torus in M. ^
Insbesondere haben wir mit Theorem 13 bewiesen, daß Jede abelsche 
Untergruppe von G endlich erzeugt ist, denn anderenfalls könnten 
wir- abelcche Untergruppen in G finden, deren Rang größer ist als 
dir Dimension von M, was nach dem Sata unmöglich ist. (Elemente 
endlicher Ordnung in G sind unmöglich, da sie wegen 431 zu geschlos­
senen Geodätischen auf der einfach zusammenhängenden OF-ftannig-
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faltigkeit führen wurden.)
435. Die folgenden Überlegungen können wir aus YAUs Arbeiten 
über Mannigfaltigkeiten nichtpositiver Krümmung übernehmen ([2l] , 
[28]).
Lemma 1 Sei K eine einfach zusammenhängende, unter 3 kompakt homo­
gene Mannigfaltigkeit ohne Fokalpunkte, A eine abelsche Un­
tergruppe von G. Sei
N := [gfS ¡ ^ <A gag"1e a] 
der Normalisator und
c := {gsG I Vaek gag- 1 = a}
der Centralisator von A in G.
Beh.: N/C ist eine endliche Gruppe.
Bew.: Sei E der in 435 konstruierte A-invariante euklidische Unter- 
raum von M. o eE ein fest gewählter Punkt. Jedes Element p 
von N bewirkt einen inneren Automorphisaus auf A, also einen 
Gitterautomorphismu8 i auf Ao: 
ig(ao) := gag"1o 
Wir wollen zeigen, daß i^ die Abstände zum Ursprung o des 
Gitters invariant läSt.
Die Isometrie g transportiert £ in einen euklidischen 
Teilraum gE , der wegen der KormalisatoreigenschAft wieder 
A-invariant ist. A operiert also auch dort als Trnnr?lation°n- 
gruppe. Wir betrachten für Jedes n e K und a « A  das Vier­
eck o, ano, go, ango in M. Nach der Vierecksungleichunp ist
j|o,ano| - jgo,ango|| i ¡o,go| + j a no,ango|
= 2 dg(o) ,
also
j(o,ao| - |go,ago/j = 5 |jo,ano| - (go,ango| )
i 2 d o / n -— ► 0C Tl -*09
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Damit ist
|o,ao| = jpo,aso| = 1 | ,
und i~1 erhält den o-Abstand der Gitterpunkte
Von solchen Gitterautomorphisnen kann es nur endlich vie­
le geben. Denn wählt man eine Ball um o in E, in dem alle 
Erzeugenden a ^ c . ^ a ^ o  des Gitters liegen, ao enthält 
dieser nur noch endlich viele weitere Gitterpunkte, die als 
Bilder der Erzeugenden unter einem o-Abstand-erhaltenden 
Gltterautomorphismus in Frage kommen. Es können demnach 
nur endlich viele Gitterautomorphismen von N herkopmen;
diese seien i ,...,i_ . Für jedes g « N  gibt es daher 
= 1 ^
eine natürliche Zahl 1 * a , so daß für alle a « A
und g liegt in der Rebenklasse g-jC . Es gibt demnach nur 
m verschiedene Nebenklassen von C in H, und K/C hat die 
Ordnung m . ^
Leimen 2 Sei S eine auflösbare,' torsionsfreie Gruppe mit folgen­
den Eigenschaften:
(1) Jede abelsche Untergruppe ist endlich erzeugt.
(2) Der Centralisator jeder abelschen Untergruppe hat end­
lichen Index im Normalisator dieser Gruppe.
Beh.: S ist endliche Erweiterung einer maximal abelschen 
Untergruppe, eine sog. Bieberbachgruope.
Bew.: Satz 2.3-1. in [28] oder der Beweis von Theorem 1 in [27].




gen wir uns mit dem Literaturhinweis a
Theorem 14 Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne Fokalou.nkte. 
Drnn ist jede auflösbare Untergruppe der Fundomentalgruppe 
von M eine Bieberbachgruppe. Ist die Fundaaentalgruppe 
selbst auflösbar, so ist M flach.
Bew. : Die let?te Bemerkung in 434 und das Lemma 1 sichern die
Voraussetzungen von Lemma 2 für jede auflösbare UnterprupDe 
von . So folgt die erste Behauptung.
Ist die Fundamentp.lgruppe selbst auflösbar, so gibt es 
demnach eine abelscbe Untergruppe A von endlichem Index in 
. Dann ist die universelle Überlagerung von M auch unter 
A noch kompakt homogen und somit flach nach Theorem 13, ds 




5. Hyperbolische Mannigfaltigkeiten 
und hyperbolischer Typ
5.1 Hyperbolische und negativ gekrümmte Mannigfaltigkeiten
511. Wir wollen in diesem Kapitel Mannigfaltigkeiten betrachten, 
deren Geodätischer Fluß in einen kontrahierenden und einen expan­
dierenden Anteil zerfällt. Wir werden sehen, daß M a n n i g f a l t i g k e i t e n  
strikt negativer Krümmung zu dieser Klasse gehören, d i e  eine weite­
re Teilklasse der in Kapitel 3 besprochenen Mannigfaltigkeiten 
beschränkter Asymptote darstellt.
Pef.: Wir nennen einen Fluß ^  auf einer Riemannschen Mannigfal­
tigkeit U® hyperbolisch, wenn sich TO in drei Unterbundel zer­
legen läßt:
mit Faserdimensionen k, m-k-1 , 1 und 0 -ik *111-1 , so daß
(ii) Es gibt Konstanten 0 < a < 1 i b  und k > 0  so, daß für 
alle t > 0  gilt:
k wollen wir den Wachstumskoeffizienten nennen.
Ist 0 kompakt und maßerhaltend, so heißt <j>t ein Anoaov- 
Fluß (C-Fluß. P-FluB).
Eine Mannigfaltigkeit M heiße hyperbolisch (HK), wenn gilt:
(i) M ist ohne konjugierte Punkte (OK)
(ii) K hat unten beschränkte Schnittkrümaung
(iii) Der Geodätische Fluß auf SM tat hyperbolisch.
tu = x <$ y © 2 "
(i) D p .3  Vektorfeld 4^ ist tangential zu Z .
K e X
\ * y  S4>t*2.ä -iiiii
Eine Mannigfaltigkeit, deren Geodätischer Fluß auf dem Sch;i- 
renbiindel vom Anosov-Tvp ist, heißt Anosov-Mannlrfaltiekelt.
Eine kompakte, hyperbolische Mannigfaltigkeit ist nach Definition 
Anosov-Kannigfaltigkeit. XlIHGENBERG ( ß °)) hat bewiesen, daß auch 
die Umkehrung richtig ist: Eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Geo­
dätischem Fluß vom Anosov-Typ hat keine konjugierten-Puakte und 
ist damit hyperbolisch. ANOSOV hat in [2J die nach ihm benannten 
Flüsse untersucht und u.a. x'olgendes Resultat erhalten:
Satz von AHOSOV: Sei V eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit 
und 4-t ein Anosov-FluS auf ü.
Beh.: Der Fluß ist ergodisch; insbesondere gibt es Orbiten 
t I-» <j>tu für gewisse u C U  , die jedem Punkt von 0 beliebig 
nahekomaen, und die übrigen Elemente u'e 0 , die nicht auf 
solchen transitiven Orbiten liegen, bilden eine Menge vom 
«aß 0 in ff. (Bew. in [?].) ü
Für Anosov-Kannigfaltigkeiten bedeutet das, daß es transitive Geo­
dätische gibt (TG), das sind Geodätische, deren TaigentialVektorfeld 
jeden Vektor des Sphärenbündels beliebig genau approximiert.
■Da wir uns zunächst für die ergodischen Eigenschaften nicht inter­
essieren, setzen wir im folgenden nur Hyperbolizität voraus.
512. Die wichtigsten Beispiele hyperbolischer Mannigfaltigkeiten 
sind, wie schon HADAMARD ( [l6j) nach Ideen von LOBATSCHEWSKI für 
Flächen «eigte, Mannigfaltigkeiten strikt negativer, beschränkter 
KrBmmung ("SK"), vgl. ¡2], . Wir beweisen diesen Satz mit Hilfe 
der Asymptotischen Lösung D.
Theorem 15 Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnitt-
2 2 krümmung -r <K4-k , r,k>0 .
Beh.: M ist hyperbolisch mit Wachstumskoefflzient k und 
Konstanten b = a-1 = 2(1+r2)1^  .
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Bew.; Ist J(t) ein Jacobifeld längs einer beliebigen Geodä­
tischen c: R — , so können v/ir die L a n p e n funktion 
j(t) := |j(t)| folgendermaßen abschätzen:
J" = (IJ’I2 + - <J',J>2|J|"3
= - K(j,c«)Ui + <8j*i/2fij*2 - < J S J > 2) u r 3
> k 2-3 ' •
18t f (t) eine Lösung der zugehörigen Differentialgleichung 
f  = k2-f 
mit Anfangewerten
f{0) = 3(0) , f'(0) < J'(0) , 
so erfüllt die Differenzfunktion j-f die gleiche Ungleichung: 
(3-f)" > k 2 (3-f) .
Hätte 3-f eine positive Nullstelle t.j, artäßte sie im Inter­
vall (0,t^) irgendwo ein Extremum annehmen. Da sie aber mit 
positiver erster Ableitung (3~f)'(0) > 0 startet, ist sie 
in (0,t1) positiv, falls als kleinste positive Hullatelle 
gewählt wurde. Dann ist wegen der Ungleichung (3-f)" i® 
dieses Intervall positiv und (3-f)' daher monoton wach­
send und nirgends in (0,t,j) Kuli; 3-f kann also dort 
kein Extremum besitzen. Also filt
3(t) > f(t> fax alle t > 0  .
Setzen vir anstelle der obigen Anfangswert» 
f(0> - 3(0) , f«(0) i  3*(0) 
voraus, so gilt ans Stetigkeitsgründen lamer noch 
3(t) >  f(t) .
Insbesondere ist N ohne Fokalpunkte. Wir können daher 
die stetigen Jaeobitenaorfeider B^t) und B^it) , die 
<nti ..eymptotlsche LSstm*. definiert als IT(t) :» D_T(-t), 
untersuchen. Sach 425 ist
«•(o) - - i»:v (o) ^  o .
Wenden wir nun die o t m i t t h n l t  Überlegung aof Jacobifeider
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der Form J(t) = Ey (t)x , x i v  , und 
f(t) = cosh(kt) 
ein, so erhalten wir für alle v e S M  :
I V t ) - 1!"1 = ml11 {lE^itJxl ; x l v  , Jxf = 1]
> cosh(kt) > ,tt/2 
Mit 135 ergibt sich eine umgekehrte Abschätzung für D:
I V * > I  = = lE-4tv(*)~1h 2 - e ~ kt •
Bis hierher haben wir die untere Krümmungssctiranke nicht 
verwendet. Zur Abschätzung des Geodätischen Flusses müssen 
wir aber auch das Verhältnis von Wert und Ableitung der 
Jacobifelder kontrollieren. Das leistet die untere Krüm- 
mungsschranke. Nach 213 gilt nämlich für alle x«*-*ITK 
und tcfi :
|D'(t)x| < r|D(t)x| ,
|E'(t)x/ 4 r|l(t)xü .
Damit können wir die kontrahierende Distribution als unsere 
alte stabile Distribution definieren (343):
X  := Bild fD 
und für alle x » (x,D'(0)x)e3i gilt für t ^ O  : 
tö wif = (|D <*)*|2 +  |D'(t)x|2)1/2
0 ( 1 + r2)1/2-e'kt.fi# •
Entsprechend definieren wir die expandierende Distribution: 
2/s= Bild fB , 
und für alle £ = (y,B'(0)y)«y gilt für t > 0  :
* (lE(t)y/2 + |*'(*)yJ2)1/2 
> 1  ek t h l  •
und wegen
fzl 4 (  1 + r2)1'2 |yf
ist
l4>u il >  2" 1(1 + r >~1/* #Ict l i l  •
Die Abschätzungen für negative t-Werte ergeben sich, wenn 
man Ey(t) = D_y (-t) berücksichtigt. 0
513. Wir v-erden im folgenden Abschnitt sehen, daß der Satz 512 
in ¿rewisser Weise umkehrbar ist: Hyperbolische Mannigfaltigkeiten 
beschränkter Krümmung verhalten sich im Großen wie Mannigfaltig- 
kalten strikt negativer Krümmung. Grundlage dafür ist die folgende 
Abschätzung des Jacobitensors A.
Satz: Ssi M eine hyperbolische Mannigfaltigkeit mit Konstanten
2a,bf k sowie unterer Krünmungsschranke -r , 0 * k < r r  . 
Beh.: M ist Mannigfaltigkeit beschränkter Asymptote mit 
Wao h s t ums f unk t i on
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Bew.: Nach 343 ist M von beschränkter Asymptote, und für die 
kontrahierende Distribution gilt:
wo D die Asymptotische Lösung. Dann können wir D folgender­
maßen abschatzen: Für jedes x**-l*,TM und t > 0  ist
Daraus erpibt sich eise Abschätzung für das Wachstum von A,
¡¡A(t)-'f1 >  (b-r Vl + t? )-1 - ainh(kt)
|D(t)xJ < J(x,D'(0)x)|-b e"kt
Das liefert eine Abschätzung für die Horm von D und die 
üntemors der Antiasymptotischen Lösung E (s.S.99!), denn 
nach 133 ist für alle v t SK
®y(t) » D_v (-t) = D _ ^ y {t)-1 .
Daher
lEy (t) 1j = Ï U _ ^ y (t)| <  b ^ T T r ^ - e - k t
Zwischen A und E besteht nach 12? folgende Beziehung:
indem wir die Unternormen betrachten (vpl. Anhang):
fA-1|j-1> fE~1}"1 i f/ CE E)_1(u)duJ"1|_1 
0
> |e“1|"1 f l E(u)|/-2 du
o
Es bleibt noch ¡|e (u )| nach oben abzuschätzen. Dazu be­
nutzen wir den Vergleichssatz 212. Wegen
E'(0) = lim D'+(0) > D'(0) für alle s >0 *“ * s
(132) ist die Bedingung (§) in 212 für alle Jacobifelder 
der Form Ex , jxjj = 1 , und alle s > 0  erfüllt. Da nach 
213 |E'(0)|f < r ist, erfüllt die Vergleichslösung J(t) : 
= e die in 212 geforderten Anfangswertbedingungen 
3(0) = |E(0)xj , 3'(0) i |E’(0)x| 
für alle x i ^ ' T H  mit jx| = 1 , und also gilt:
|E(u)/ t eru
Somit können wir unsere Abschätzung von A fortsetzen:
I A(t)-1/-1 > (b l / r T T 1)-1 ekt ^  e-2ru du 
= (2rb y 1 + r2)-1 (1 - e~2rt)ekt
- ( r b V T T l 7 )-1 ( ^  - e-kt e - ^ - V * ) /?
> (br fl + r2')-1 sinh(kt) . °
5.2 geodätische auf hyperbolischen Mannigfaltigkeiten
521. Wir wollen in diesen Abschnitt das Verhalten der Geodäti­
schen in Groöen auf einfach zusammenhängenden hyperbolischen Mannig­
faltigkeiten studieren. Das letzte Ergebnis 513 gestattet uns, 
längen abzuechätzen. Daraus gewinnen wir, ähnlich wie in 354, einen 
Winlcelverglelchssata, der mit anderen Methoden bereits von KLIN­
GENBERG ( [19]) in etwas schwächerer Form bewiesen worden ist.
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Theorem 16 Sei M eine einfach zusaemenhnnpende hyperbolische
Mannigfaltigkeit mit KriiffijnunpsFchrnnke K >  -r2 und Waoha- 
tumskoeffizient k < r  . Dann ribt es zu jedem k'eCO.k) 
eine Schranke T = T(k') > 0 , so dafl folgendes gilt:
Sei p e !f ein beliebiger Punkt und c , o e H  Punkte im 
Abstand > T von p. Sei K := der hyperbolische Stan-
2dar träum konstanter Krümmung —lc ’ und p,q, o e K Ver­
gleichspunkte, die ein Dreieck gleicher Kentenlän^e wie 
A(p,q,o) aufspannen. (o,p,q) und jf = ^  (o’.P.q)
seier ;ia Winkel bei p und tT in diesen Dreiecken.
S-fL-j- jr <  f  ■
Bev.: Sei b > 1 die Konstante der kontrahierenden Abschätzungen 
des Geodätischen Flusses von M. Die Zahl m := br ]/* + r^' 
ist sicher gröSer als k. Daher liegt die Funktion 
f(t):= m“1-3inh(kt) 
aus 513 sicher unter der Funktion g(t):= k-1* sinh(kt) , 
die dp.s V'acHstvun von A in bestimmt. Das können wir aber 
ändern, indea wir bei der Funktion g das k durch ein be- 
liebiRes k ' < k  ersetzen:
f(t) = m"1-(ekt - e~kt)/2 >  m-1 e(k"5c')1: sinh(k't) , 
also gilt fiir das so abgeänderte g
i(t) - g(t) >  (e(*"k ’)t - sinh(k't)
> 0 für t > log(a/k)/(k-k') =: 5 • 
Für Abstände t > i expandiert die Exponentialabbildung von 
M also sttirker als die auf K := Hfc, , und wie ln 353 er­
halten wir einen Längenvergleichssats zwischen M und M:
Die Schenkel des gleichen Winkels haben in M einen grö3e~ 
ren Abstand voneinander als in M. Der Winkelvergleichs­
satz errj.ee sich dann genau analog zu 354: Wir betrachten 
dazu diejenigen Punkte o' im Abstand Jp.ol von p auf M, 
für die £  (5* ,P,q} ^  . Dann lat nach dem Strecken-
vereleiehpsatz
|o,o| > ¡o'.qj
Also ist o nicht ein Punkt von dieser Art, und es gilt somit 
Y =  (o,p,q) >  f  .
5??• Sei M auch weiterhin eine einfach zusanmenhängende hyper­
bolische Mannigfaltigkeit. Nach 513 ist M von beschränkter Asymptote, 
und wir wollen daher die unendliche Kompaktifizierung K = M uL(H) 
untersuchen (vgl. 3.2).
Theorem 17 Für Jedes Paar P,QeL(M) von uneigentlichen Punkten 
gibt es bis auf Parametertransformationen genau eine Geo­
dätische von P nach Q. ("Axiom 3, stetige Konvexität" in 
der Bezeichnungsweise von EHER LEIN £5] .)
Bew.; 1. Der Winkelvergleichssatz 521 gewährleistet, daß Axiom 1 
"Visibility" von EBERLEIN erfüllt ist: Von einem Punkt 
p c M aus können wir für jedes c > 0 einen Abstand R > 0 
finden mit folgender Eigenschaft: Der "Sichtwinkel" von c 
aus, unter dem eine beliebig lange Geodätische c: ¡ä,bj —* M 
außerhalb des R-Ballea um p erscheint, wird klein für sroSe H: 
<f(c(a) ,p,c(b)) < £  falls d(p,Bild c) > R .
Es sei nämlich so eine Situation gegeben. Wegen der Dreieckr,- 
ungleichung gibt es einen Punkt q auf der Strecke c mit 
|q,c(a)j 4 |p,c(a)| , ja,c(b)| < /p,c(b)/ .
Sei o :* c(a) . Auf einer Vergleichsmannigfaltigkeit M 
im Sinne von 521 betracht® wir ein Dreieck (o,p,q) 
mit gleicher Ksntenlänge wie 4(o,p,q) ; ¡f und f  seien die 
Winkel bei p bzw. bei p. Sach dem hyperbolischen Cosinus­
satz gilt nun:
coa T  - coshlo.nl-co3h|p,o| - coshlq.ol
* sinh jo,p|-sinh/p,q(
\ C08h (o,pI ' (cosh fo.ol - 1) i  cosb fp.of - 1 
sinhjo.pj-sinh |p,q/ coshfp,a|
c o s ^  > 1 - ? e"ip,ql >  1
Somit ist nach 5?1
^ —R
■f < arccos(1-2e )
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Die gleiche Abschätzung erhalten wir 
auch für den Komplementwinkel
$  •= <i (q.p,c(b)) ,
wenn wir c(a) = o durch c(b) er­
setzen. Damit ergibt sich für den c Cbf
Sichtwinkel der Strecke c:
«£(c(a),p,c(b)) = jf + 5  < 2 arccos( 1 -2 e
er iri also beliebig klein, wenn, nur R genügend groß ist.
?. Aus "Axiom 1” folgt die Existenz einer Verbindungs- 
geodätisc'nen für beliebige uneigentliche Punkte P,Q«L(M). 
P / Q . Wir betrachten dazu von dea in 1. gewählten Punkt 
p £ K ausgehende Strahlen r nach P und s nach Q und für 
fine Folge ^ — *•*> die Strecken ci von r(t^) nach 
s(t^). Die c^ müssen alle eine geeignete kompakte Umgebung 
K vcn p in M treffen, denn sonst würde d(p,c^) divergie­
ren und daher nach 1. die Winkel (r(t^).p.sit^)) 
für i —*<v gegen Null 3treben. Es handelt sich jedoch immer 
um den festen Winkel = f  = £(r,s) für alle i, der 
nicht verschwindet! So wissen wir, daß für geeignetet Para- 
neterverte ui die Punkte q^  ^ := c ^ Uj) alle in K lie­
gen und daher eine Teilfolge der Vektoren c ^ u^) gegen 
einen Vektor v «  SMjK konvergiert. Ia Sinne von Sats 333 
gehören die Vektoren cj(u^) zu den Vektorfeldern 
bezüglich der Geodätischen s :
Dann ist nach 333
v » V(q; ,
wo q = lia q^ und V das dort definierte asymptotische
c|(Ui) = V ^ i q ^
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Vektorfeld zu s ist, und somit ist die Geodätische cy 
ar.ymntotisch zu s. Ebenso sieht man, dafl c_v Asymptote zu r 
ist, und daher verbindet cy die beiden unendlich fernen 
Punkte P und Q miteinander.
3. Die Eindeutigkeit der geodätischen Verbindung von P 
nach Q sieht man mit 342: Gäbe es außer cT noch eine wei­
tere Geodätische von P nach Q, die sich von cy nicht bloß 
durch eine Parametertransformation unterscheidet, so gäbe es 
ein nach beiden Seiten beschränktes Jacobifela J länps c , 
das demnach von der Form J(t) = Dy(t)x = E_y (-t)x wäre 
für ein geeignetes x ^ 0 . wäre also beschränkt, •
im Widerspruch zu Hyperbolizität (vgl. etwa Bew. 513)!
523. Als nächstes wollen wir untersuchen, wie die Normalen 
einer Geodätischen auseinanderstreben. Wichtigstes Hilfsmittel 
dazu ist der Winkel Vergleichssatz 521.
.ÜZyllnderaatz" M sei eine einfach zusammenhängende hyperbolische 
Mannigfaltigkeit, c : R — * M eine Geodätische, die von 
den Geodätischen g«g„: R — »M in den Punkten p « c(0)
Und q = c(l) senkrecht geschnitten wird.
Beh.: Die Mindestlänge einer Kurve ß : [o,lJ---> M von
0 != 80(t) nach r := g(t) mit Mindestabstand von c 
d(b(s),c)> t für alle s«[Ö,l]
(die also außerhalb eines Zylinders mit Achse c und Radius t 
▼erläuft) wächst für genügend großes 1 und t linear in 1 
und exponentiell in t. Genauer: Ist k der Wachstumskoeffizient 
von M, so gibt es zu jedem positiven k ’* k eine Konstante 
S > 0  , so daß für l ,t  > S gilt:
Kjl) > (2S- br'/ur2' )“1. (1 - S).sinh(kt)
wo b die Konstante in der oberen Abschätzung von 511 und
2-r die untere KrUmaungsschranke bezeichnet.
Bew.:
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Für ein festes positives 
k' -£ k wählen wir
S := max{T(k’) ,log 4} .
Wir unterteilen nun die Geo­
dätische c durch j äqui­
distante Punkte, wo j: = [gj 
(gröSte ganze Zahl 4  1/S):
PA = c(i-S) für 1 = 0,...,3 .
Basu seien o^ := |3(s^) zugehörige Punkte auf ß , so daß 
■i.'- cr-recke von pi nach oi senkrecht auf c steht.
Wenaen wir den Winkelverffleichssatz 5?1 auf den Winkel Jf 
hei pi_1 im Dreieck (°i »Pi_i»Pi) an (i * so
ergibt sich aus dem hyperbolischen Cosinussatz
cosh jT’i_1,oij-coshjp^.pjj - cosn|p1 .o1t 
f  *  sinh(t)i_1,ol|-sinhlpi_ 1,pi|
coshjpi_1 ,0lj • (cosh|pi_ 1»pi | - 1 )
✓ i .1, ....... ...... .. _  1 ii. 9
sinh | pi_1, oAj - einh jpi_1 , pj
denn ir einem Vergleichsdreieck gleicher Kantenlänge in H^ ., 
ist der Winkel bei p^ stumpf und daher
lpi-1*°il >  bl*°il •
Sa »rhalten wir wie in 522:
f  < arccos( 1 - 2 ^ )  <  arccos(^) =  ^
Jetzt wollen wir die länge von ß «wischen und
abachS'tzen. Da es nach 513 für jA(t ) ~ e i n e  monoton 
wachsende unter® Schranke
a(t) * ( b r Y Tr V1+r sinh(kt)
gibt und da außerdem die Kurve (3 von pi_1 einen Abstand
i  t hat, erhalten wir wie in 223
da > <* a(t) >  ( f -  f ) a ( t )  *  7  a(t) 
f**4 i-
> (2br‘/ u p 1)“1 sinh(kt)
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Die Gesamtlänge von ß läßt sich also folgendermaßen ab- 
Bchätzpn:
Uß) > [|] (2br ]/l+r2' )“1. sinh(kt)
> (2S-brY7+r2' )“1-(1 - S) sinh(kt) . 0
5»5 Mannigfaltigkeiten vom hyperbolischen Typ
551. Das exponentielle Wachstum des expandierenden Teils den 
Geodätischen Flusses bestimmt die Geometrie einer kompakten hyper­
bolischen Mannigfaltigkeit so sehr, daß wichtige geometrische Ei­
genschaften erhalten bleiben, wenn wir die Metrik beliebig ver­
ändern. Der Grund dafür ist, daß sich die länge der Vektoren und 
damit die Abstandsfunktion nur innerhalb fester Schranken ver­
ändern kann, wenn wir die Metrik einer kompakten Mannigfaltigkeit 
verändern. Wir definieren deshalb allgemein auch für nichtkompakte 
Mannigfaltigkeiten:
Jef»: Eine vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit (M,g) ,
g = <  , > , heißt vom hyperbolischen Typ (HT), wenn es auf 
M eine hyperbolische Metrik (im Sinne von 511 ) g* = < , >* 
gibt, so daß zwei Konstanten 0<C^<C2 existieren mit 
(+) 0,1x1* <  |x| < C2i|xf
für alle x £ TM .
Der Begriff wurde von KLINGENBERG ( £l 8J ) etwas spezieller einge- 
ftihrt in dem Sinne, daß g* eine Metrik strikt negativer Krüm­
mung sein sollte. Ob die dadurch definierte Klasse von Mnnnig- 
faltigkeiten echt kleiner ist als unsere, ist allerdings nicht 
bekannt, denn man kennt bislang keine anderen Beispiele hyperbo­
lischer Mannigfaltigkeiten als eben Deformationen von kompakten 
Mannigfaltigkeiten strikt negativer Krümmung. (Tgl. etv;a [öj.)
Eine kompakte Manniefaltigkeit ist nach unserer Definition hyper­
bolisch tfenau dann, wenn sie eine Anosov-toetrik zuläßt.
Aus der Ungleichung (+) erhält man. auch die entsprechende Ab- 
standsa¿Schätzung:
C1 d,t(p,<i) < d(p,q) <  C?-d*‘(p,q) 
für alle p,q eu , wenn d* die Abatandsfunktion bezüglich der 
Metrik g* bezeichnet.
53?. Die grundlegende Eigenschaft der HT-Mannigfaltigkeiten ist, 
daß die £-Strecken, die zwei Punkte verbinden, sich nicht weit von 
der entarn „nenden g*-Streck» entfernen, wobei wir unter einer 
Strecke Jede kürzeste Geodätische zwischen zwei Punkten verstehen 
wellen. Isi Folgenden verallgemeinern wir Sätze von KLINGEHBXRQ- (D®J)•
Lemmas Es sei c: R — »M ein» g*-Geodätische, g., und g2 zwei
gv-öeodätieche, die 5 in den Punkten c(0) und c(l) , 1 > 0  , 
senkrecht schneiden.
~>eh.; 2s gibt positive Konstanten m., und *2 »i* folgen­
der Eigenschaft s Ist 1 > , t > aij , so kann ein» Kur- 
v« &  t [0.1]— H  , die o t« gt(t) mit r g2(t) v»r- 
bircet tmd g*-Abstand
d'(jj(s),c)> t
von c hat, nicht (bis auf Paraiaetriaierung) g-Strecke von 
o Bich r sein.
jjew. 8 Haoh der Vierecksungleichung ist 
d*(o,r> < 2t + 1 , 
d(o,r) <  C2(2t + 1) -s f2(l,t) 
wegen (♦). Andererseits wissen wir so« 523t daß fUr l,t>S 
l>'(ß) > »(1-S) Sinh (kt) 
mit e!.n«r positiven Konatraten e. und wegen (♦)■.. 
l(£) > Oi*(l-S) »inh(kt) »i
- 1 1 0 -
Weil f1 in t exponentiell wächst, gibt es eine Konstante 
m2 > 0 , so daß für alle tiEj,
f1(2S,t) - £2(2S,t) > 0 .
Die Abbildung 1 f,(l,t) - f2(l,t) ist demnach für
1 = 2S nichtpositiv, für 1 = 0  jedoch positiv. Da sie in 1 
höchstens linear ist, gilt demnach
f,(l,t) > f2(l,t) für alle t i m 2 > lim,:* 2S . 
ln diesem Fall kann ß nicht kürzeste Verbindung von o nach 
r sein. &
Satz: Sei M eine Mannigfaltigkeit vom hyperbolischen ?yp, einfach 
zusammenhängend. Dann gibt es eine Konstante R > 0  , so 
daß für alle p,q cM gilt: Ist c eine g-Strecke von p nach 
q, c die g -Strecke von p nach q, so ist
dicCs),?)^ R für alle O^stfdCp.q)
Bew.: Wird der g*-Abstand von c nach S irgendwo größer als * 2 , so
wird man vor und hinter dieser Stelle zwei Punkte p’ = c(s.,)„ 
q 1 = c(s2) finden, wo der g*-Abstnnd zu S genau nt, beträgt. 
Fällt man nun von p' und von q' das g -Lot auf c , ao h°.ben 
nach dem voranpegangenen Lemma die beiden Fußnunkte t>" und 
q" der Lote auf c einen Abstand < m 1, 
denn sonst könnte c nicht g-Strecke 
von p' nach q' sein. Nach (+) und der 
Yierecksungleichung ist der Umfang 
des Vierecks (p',q',q"iP") aus g- 
und g*-Geodätischen ln der g-Ketrik 
gemessen kleiner als
2 C2(2m2 + m 1) .
Da kein Durchmesser eines solchen "kruamen" Vierecks län^or 
Bein kann als der halbe Umfang, ist der Abstand von c nach ? 
in der g-Ketrik durch R := C2(2m2 + n1) beschränkt. &
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533- Da die in 53? <TPwonnpn Konstante R vom Abstand d(p,o) 
der Fndpunkt.p der Strecke unabhängig ist, können wir 532 folgen­
dermaßen auch auf unendlich ferne Punkte erweitern:
'ThaoTRia 18 Sei H  eine einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeit 
vom hyperbolischen Typ. Dann Kilt:
(i) M  erfüllt die unendliche Konvergenz, besitzt also 
eine Topologie im Unendlichen.
(ii) Die unendliche Struktur ist nicht von der Metrik ab­
hängig: M = MvL(M,g) kann in kanonischer Weise 
hoaöoaorph mit ff := MvIi(M,g*) identifiziert werden.
(Ui )  Je zwei Punkte p , q c R  lassen sich durch Kürzeste 
verbinden. Diese haben Abstand 4 R von der g*-Geo- 
dätischen von p nach q.
Be-w.: isu (i): Da (M,g*> die Eigenschaft OK erfüllt (533)» giht 
es nach Definition 322 (S.57) eine positive Funktion m mit 
folgender Eigenschaft: 13t (oi)i<K eine in M divergente 
FurJctfol.-te, r und s zwei von p und q in M ausgehende echte 
g^-Srenzstrahlen, so ist
d*(r(t) ,s(t)) < m(d) rür alle t > 0  , d>d*(p,q). 
Da nur. nach 532 die g-Strecken von p bzw. q nach o^ nicht 
weiter als R von den entsprechenden g*-Strecken entfernt 
sind, liegt jeder Grenzstrahl r von (o^) mit Anfangspunkt p 
in der H-Tubeniurgebung um I und jeder Grenzstrahl s mit 
Anfang q in der R-Tube um s. Also für alle d>d *’(p,q), t * 0  
d(r(t),s) £ d(r,s) + 2R 
<  C 2- m(d) + 2R
und
d(r(t),s(t3 < d(p,q) + 2-d(r(t).s)
Haben p and q also einen g-Abstand ¿ 9 , 0 0  ist für alle t > 0  
d(r(t),s(t>) 4 a(e) :* e + 2(e2 *(C~y*) + 2B) .
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Zu (l i ) : Sei Vel,('4,%) und r « P eine repräsentierender 
Strahl. Für jede Folre — » oo konvergieren die g’"'-Strecken 
von r(O) nach r(ti) zu einem von r(O) ausgehenden g*-Strahl 
^  ffr, der einen unendlichen Punkt P«I(K,g“) repräsentiert.
Da sich alles in der R-Tubenumgebung von r abpespielt hat, 
ist P nicht von der gewählten Folge (t^) abhängig. Ebenso-
4>wenig hängt P vom Repräsentanten r e P  ab, denn ein zwei­
ter Strahl a « P  müßte endlichen Abstand von r haben. So 
haben wir eine Zuordnung Pt~*P definiert. Auf dieselbe 
Art können wir eine umgekehrte Zuordnung Pt-»P' konstru­
ieren, und da die repräsentierenden Strahlen von P und P' 
beide beschränkten Abstand von einem Repräsentanten von P 
haben, sind P und P' gleich, und die Zuordnung Ist umkehr­
bar. Außerdem konvergiert eine in M divergente Punktfol^e 
genau dann gegen Pcl(M), wenn sie in der Topologie von H* 
gegen P konvergiert ((Tü^) auf S.56). Also läßt sich die 
Identität auf M zu einem Homöomorphismus R — » R* fort­
setzen. Wir werden daher M und 8“ in Zukunft nicht mehr 
unterscheiden.
Zu (iii): PUr p,<? «M ist die Behauptung in 53? bewiesen.
Sei also P,Q«L(M) und c eine g^-Geodätische von P nach 
Q. Die g-Strecken ct von c(-t) nach c(t) liegen alle in
der R-Tube von e , und ftir eine geeignete Folge ---> ■»
konvergieren die Strecken c. gegen eine Kürzeste c von 
P nach Q.
W r  haben damit auch gezeigt, daß die Eigenschaften UD und OK wirk­
lich unabhängig voneinander sind. Z.B. erfüllt jede Brezelfläche 
in die Eigenschaft OK, obwohl sie sicherlich konjugierte Punkte
hat und also an uniforme Konvergenz nicht zu denken ist. Außerdem 
sehen wir, da0 die Topologie Im Unendlichen der universellen Uterla-
-  113 -
- 114 -
Kerung einer solchen Fläche erhalten bleibt, wie kraus such immer 
die Brezel geknetet wird.
5.4 Koapnktheit
541. Wir vollen zun Schluß noch einige Konsequenzen erwähnen, 
die Kompaktheit für hyperbolische Mannigfaltigkeiten und solche 
vom hyperbolischen fyp nach sich zieht. Als erstes wollen wir 
ein Resultat verallgemeinern, das GROTE ( [14J) für Kannieialtig- 
keiten nests*,~ver Krümmung bewiesen hat.
£ h c - - m  19 Sei K eine kompakte hyperbolische M a n n i g f a l t i g k e i t
( Anosov-Maimigfaltlerkeit}. Diff(K) bezeichne die Diffeo- 
morphismen^ruppe und I(K) die Isometriegruppe von K.
Ben. : Diff(K)0 /■% I(K) = {l] ,
d.h. es Ribt keine nichttriviale Isometrie auf M, die
diffeotop zur Identität ist.
%
Sew. ; Ssi K — > 'A für t e {Ö,lJ eine differenzierbare
SehcJ von Diffeomorphismen derart, daß 
f0 = 1 , f 1 € I(M) .
Die iÄnre der Wege
wp := ( t _ * f t(p»  . [o,l]---»M
von p w e h  f^ip) hängt stetig von p ab, ist also wegen 
der Kcacoktheit von M beschränkt.
Sei jetzt M die universelle Riemannsche lîberlaeerung 
von K ait Projektion Tr : K — *M  . Für jeden Punkt der Faser,
S«<tr1(p), Fibt es penau einen Weg w^ ; {o.lj__ +M mit
wg(0) = p und w p = «-Wä  (Lift), 
und dit Abbildung
f1 := (p.— »wg(l)> : K — * M 
ist wieder eine Isometrie (lokale Eigenschaft!).
wg hat nie gleiche Länge wie v , also ist f., eine Iso­
metrie beschränkter Verschiebung auf K. Die Behauptung 
folgt dann aus dem nachstehenden Lemma. O
Lemma: Sei M eine einfach zusammenhängende hyperbolische Mannig­
faltigkeit. Dann »ilt für jede nichttriviale Isometrie f 
auf K: Die Verschiebungsfunktion d^(p) := |p,f(p)f 
Ist unbeschränkt.
ftev’; 1» f habe einen Pixpunkt p e M  . Da f i 1 , gibt es eine 
Geodätische c durch den Punkt p, die unter f nicht punkt­
weise festbleibt, c und fc schneiden sich »l'ro in n, fallen 
aber nicht zusammen. Daher wird we#ren der uniformen Diver- 
gens a(c(t),fc) für große t beliebig grofl und d^ ist un- 
beschränkt.
2. f habe keinen Fixpunkt. Sei c eine Geodätische in M , die 
nicht invariant unter f ist. Hätte c von der Geodätischen fc 
beschränkten Abstand, so gäbe es nach 342 ein nnch beiden 
Seiten beschränktes Jacobifeld, was in einer hyperbolischen 
Mannigfaltigkeit unmöglich ist. ^
Insbesondere folgt aus dem Theorem, daß die Isometriee-rupoe Girier 
kompakten hyperbolischen Mannigfaltigkeit diskret und damit (veil 
kompakt) endlich sein muß, wie auch von XLUiGZNBEHG ([l9j) bewie­
sen worden ist.
542. Wir zitierten in 511 das Resultat von AKOSOV, daß auf kom­
pakten hyperbolischen Mannigfaltigkeiten trnnsitive Geodätische 
existieren, Geodätische also, die jede Richtung auf M approximie­
ren. MORSE und HEDLUND bewiesen in [2?] , da3 dasselbe auch noch 
für kompakte Mannigfaltigkeiten vom hyperbolischen Typ der Dimen­
sion 2 richtig ist, sofern sie ohne konjugierte Punkte sind. B<"~ 
Beweis benutzt aber im Grunde nur die Eigenschaft der uniformen
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Divcrf'rnz (vgl. 233), wie im Folgenden pr>zei?t werden soll. Die
Dimensionsbeschränkunff kann also fallen, und der Satz gilt z.B.
auch für kompakte BA-Kannigfaltigkeiten vom hyperbolischen Typ.
Zunächst wollen wir das Problem reduzieren:
Lenana: Sei M eine einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeit mit
unendlicher Konvergenz (OK); M sei außerdem kompakt homogen 
unter der Gruope G von Isometrien. Auf M gebe es einen 
Punkt p mit folgender Eigenschaft: Ist ü c L(M) eine belie­
bige offene Menge in L(M), S(U,p) c S M  die Menge aller 
";9ug «ntenvektoren von Strahlen von p nach 0, so ist die 
Menge G-S(U,p) aller dazu kon,=rruenten Vektoren dicht in SM. 
Beh.: Es gibt einen transitiven Strahl auf M/G.
Es-«.’.: Sei eine 3asia von offenen Mengen für die Topo­
logie von SM, d.h. jede offene Menge in SM enthält ein 
Sei U, eine abgeschlossene Umgebung in L(M), so daß Jeder 
Strahl von p nach U1 die offene Menge V 1 trifft. Nach Vor­
aussetzung gibt es einen Strahl von p nach U1, dessen Tan- 
gpntenvektor die Menge G-V^ trifft, und also eine abge­
schlossene Umgebung UgC U, , so daß die Tangentenvektoren 
jedes Strahls von p nach U? die offene Menge G-Vj treffen. 
Ebenso existiert U ,C , so daß die Tangentenvektoren je­
des Strahls von p nach die offene Menge G-V^ treffen, 
usw. Da L(M) kompakt ist, ist
-  1 1 6  -
liegt Q in diesem Durchschnitt, so treffen die Tangenten- 
vektcren eines Strahlea von p nach Q jede Menge G V ^  , leK. 
und das Bild ei&ee solchen Strahlea unter der Projektion 
auf M/G approximiert jede Richtung auf M/G .
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543. Ist M eine Anosov-I'nnnigfsltigkeit, so hat die Menge der 
nicht-transitiven Vektoren in SM das Maß 0 (vgl. 511). Also haben 
auch in fast allen Fasern SpM die nicht-transitiven Vektoren das 
MaS 0. Insbesondere existiert ein Punkt p c M  , so daß die tran­
sitiven Vektoren in S^M dicht liegen. Mit dieser Überlegung kön­
nen wir das Lemma 542 im folgenden Theorem anwenden.
Theorem ?o Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit uniformer 
Divergenz und vom hyperbolischen Tvp.
Beh.: Es «ibt eine transitive Geodätische auf M.
?ew-: Nach 54? genügt es zu zeigen, daß für einen Punkt ve M 
und für alle offenen Mengen ü in L(K) die Menge G-S(U,p) 
dicht ist in SM, wo M die universelle Überlagerung von M 
und G := ^(M) die Fundamentalgruppe. Hach dem oben Ge­
sagten können wir p so wählen, daß es zu jeder offenen 
Menge U von L(M) einen g^-Strahl von p nach U gibt, des­
sen Projektion in M transitiv ist; diesen Strahl nennen 
wir r. Sei nun v t SM ein beliebiger Einheitsvektor mit 
Fußpunkt q e M  . Die zugehörige (g-)Geodätische c:= cy 
habe die Endpunkte A,B#l(M) . Wir wissen schon, daß die 
entsprechende g*-Geodätische c von A nach B in der R-Tuben- 
umgebung um c liegt und durch r approximiert wird. Ist 
C c U  der Endnunkt von ? in L(M), so gibt es demnach '’ine 
Folge in G, so daß
gjP — ► B und gjC — > A , 
und die g -Strahlen g^r approximieren c.
Sei q* ein Punkt auf c im Abstand (q.q'l von q. 
bezeichne eine Folge von Punkten auf g^r , die ge^en q 1 
streben. Dann liegt g ^ i q 1) für große i nahe bei Ri~1 -qi^  
und das sind Punkte auf r. Da die gj"1^') in keinem be­
schränkten Gebiet bleiben können, streben sie also ge^en
den Grenzminkt C von r. Das £rl'5it*l*e pilt für die Punkte 
g^~^(n), da diere ,is bef=cv’rfinktp>n Abstrnd von 1(n') 
haben.
Wir definieren den Kesrel über U mit SDitse p:
K(U,p) - jr(t) | r Strahl von p nach ü, t> 0 J 
K(U,p) ist offene Umgebung des Punktes C « U  , daher lie­
gen die gegen C strebenden Punkte für große i 
in diesem Kegel. Deshalb liegen auch die g^-1-Bilder der 
Strecken von q nach g^p schließlich in K(U,p): Das 
sini nämlich nach Uniparametrisierung von p ausgehende 
Strecken, deren Endpunkte gegen C konvergieren. Wegen der 
uniformen Divergenz konvergieren die c^ aber gegen c, denn 
die g^p streben ¡resen den Endpunkt B von c. c wird somit 
durch Strahlen ppproximiert, die unter G kongruent sind 
zu Strahlen von p nach 0 , nämlich äj”'* .
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Anhanr: (j)-Tensorfelder längs Geodätischer
A1. Abschätzung von Endomornhismen
Ein Endomorphismus A eines euklidischen Vektorraums (E,< , >) 
kann durch die Obernorm }a| = max ^¡Axf;fxi = lj und die Untprnorm 
¡A 1|  ^ abgeschätzt werden; ist A nicht umkehrbar, so geben v/ir 
dem Symbol ¡A~y~^ die Bedeutung; 0 . Dann feilt nämlich:
|A-1{-1 = nin[jAx|; fxj = l] .
B°w-: 1 = ¡A~1Ax | £ fl A-1f-jAx U , also fA~1jl ~1 ^  f Ax  ^ , falls
Jx|f = 1 . Andererseits gibt es einen Einheitsvektor x0 mit
= I AxqÜ: Ist y ein Einheitsvektor mit Jf A~ 1y f  = ¡¿" V l' 
so setze xQ := A V/(|A~1|
Für die Unternormen gelten die umgekehrten Abschätzungen wie für 
die Obernormen: Sind A und B zwei Endomorphismen von E, so ist
IIA'1|/“1-)|B"1i'1 i ¡A-bII < JAM/Bji •
Ist A symmetrisch, A = A* , so sind Ja|/ und ¡A-1/ _1 ¿er 
gröflte und der kleinste Eigenwert-Betrag von A. In diesem Ff'll ist 
¡All = |^| = max |/<Ax,x>|; |¡xl = i j  ,
¡/A-1|~1= |f*l = min jj<Ax,x,>|; Dx« = l] 
i'ür .ieden Endomorphismus A ist A*A symmetrisch. Also gilt:
Ja||2 = max £<Ax,Ax> ;||xi = 1}
= max [<,A*‘Ax,x);Jxf = 1J
= |a*A| .
Ebenso
HA-ir 2 =i(A*A-rir 1
Auf der Menee der symmetrischen Endomorphismen von E ist eine 
Ordnungsrelation definiert: Es ist A <>) ® P°neu dann, wenn 
A - B positiv (semi-)definit ist. Bezeichnet jeweils •ien
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größten, /t den kleinsten Eii’en'-'er-t. ro "ilt für A > B : 
Z1( k ) > Z 1(3) , i n (A)> ^ „ (B )  .
In Raum der symmetrischen Endomorphismen ist also ein Intervall 
{x | A ■£ X 4 B j  stets beschränkt.
A2. Differentiation von (^j-Tensorfeldern
Sei wieder (K,<, >) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, 1 ein 
reelles Intervall, c: I — eine Geodätische und Y(t) ein 
C 1-differenzierbares (j)-Tensorfeld längs c. Die Regeln der kova­
rianten Differentiation eines solchen Tenaorfeldes sind die zeit­
abhängiger Matrizen, denn unter einer so«?:. Permi-Basis E.,(t),..., 
En (t) aus parallelen Vektorfeldern längs c wird aus der kovarian­
ten die gewöhnliche Differentiation der Matrixkoeffizienten X^j(t). 
Insbesondere gilt die Produktregel für zwei Tensorfelder A(t), B(t): 
(AB)■ = A'B + AB' 
und die folgende Quotientenregel:
(A-1)' = A_1A*A~1 
denn 0 = (AA-1)' = A'A-1 + A(A~1)'
A3. Integration
Wenn wir die Räume Tc ^t jM für alle t e l  per Pnrallelverschie- 
bung identifizieren, so können wir für ein (])-Tensorfeld A(t) längs 
c die lineare Abbildung
( X '----*■ { A(t)X ^  } : Tc(0)K - ^ Tc(0)M
definieren: statt A(t) müßten wir eigentlich P+-1»A(t)•P+t X
schreiben, wobei Pt : T c(0^M ---*-Tc(t)M <*ie Parallelverschiebunp
bezeichnet. Damit haben wir einen Endomorphismus 
X = J A(t)dt
von Tc £qjM definiert, dessen Katrixkoeffizient^n bezüplicv’ “iner
Fermibasis rieh schreiben würden als 
t>4 .
X 1, = /  A1 . (t) dt 
•> t. "
Wir können X also wie ein Integral zeitabhängiger Matrizen behandeln.
-  121 -
Wie verhält sich die Integration zu den Körnen bei symmetrischem 
A(t)i o 7 Dann ist auch _/i(t)dt symmetrisch und * 0 , und 
j jA(t)dtf = max £</A(t)x dt,x> ;|x| = ij 
= max ^j^A(t)x.x) dt ;Jxfi = lj 
£ /max£<A(t)x,x^ ; |x|j= 1] dt 
= /|A(t)j|dt .
Indem man das Maximum durch das Minimum ersetzt, beweist man ebenso: 
|(/A(t)dt)-1J-1 > f $ A (t y 1}-1 dt .
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